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4oU i«Jk d«iM mit /nur»« 5 c/«wcim 
JSbcA Uhren, tooJ irh MiftH fiicAl w«ü«, 

Dieses Wort Faust’s ist wohl Niemandem so sehr aus 
der Seele gesprochen wie dem, der über die wahre Natur der 
Elektricität vortragen will. Möge man daher dies bischen 
Poesie als Einleitung zu truckeneu Formeln nicht mit allzu 
schelen Augen ansehen. 

Oauss soll einmal einem Freunde auf die Frage nach 
den Fortschritten einer dringenden Arbeit geantwortet haben : 
„Alle Formeln und Resultate sind fertig, nur den Weg 
muss ich noch finden, auf dem ich dazu gelangen werde.“ 
Ich glaube nicht, dass Gauss dies gesagt hat, er war 
nicht so aufrichtig; gedacht hat er es gewiss oft. Anders 
Maxwell; er schildert uns genau, zu welchem Zwecke er 
die sechseckigen Aetherzellen, die in den Zellwänden be- 
weglichen Friktionsrollen und alle anderen Embleme seiner 
ersten Theorie, die er einmal selbst somewhat awkward nennt, 
erfand; er erzählt, welche ihm die meiste Mühe machten 
und wie er damit zu den Formeln gelangte , deren Gewalt 
Hertz in seinem Heidelberger Vortrage so gut charakte- 
risirt. Später gab er wohl eine eiüfachere Begründung 
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seiner Formeln; allein ein Weg, welcher in allseitig be- 
friedigender Weise dazu führt, ist noch heute nicht ge- 
funden. 

Kein Wunder daher, dass sich zur Fortführung des 
Baues nun die Kärrner einfinden. Ein solcher Kärrner, 
dem die Aufgabe ward, den Weg zum Gebäude zu ebnen, 
die Fa^ade zu putzen, vielleicht auch dem Fundamente 
noch den einen oder anderen Stein einzufügen, will ich sein, 
und ich bin stolz darauf; denn gäbe es keine Kärrner, 
wie möchten wohl die Könige bauen? 

Drei Dinge musste ich da vor allem , wollte ich meinen 
Zweck erreichen, anstreben: Klarheit, Anschaulichkeit und 
Kürze. Die erstere wurde dadurch wesentlich erleichtert, 
dass ich von der von Helmholtz ausgebildeten Theorie 
der cyklischen Bewegungen den ausgedehntesten Gebrauch 
machte. Im Interesse der Kürze liess ich die Betrachtung 
inhomogener und anisotroper Körper fast ganz bei Seite. 
Ich lasse mir gerne den Yorwurf gefallen, dass dadurch 
die Allgemeinheit und Formvollendung verlor, wenn es mir 
dafür gelang, ein beschränktes Gebiet recht deutlich zu 
machen ; denn wer in einem solchen vollkommen klar sieht, 
der hat dann sicher ausreichendes Rüstzeug zur Lectüre 
der Originalabhandlungen, die ja durch dieses Buch nicht 
erspart, nur erleichtert werden soll und von denen man die 
wichtigsten am Schlosse zusammengestellt findet. Uebrigens 
hoffe ich, das hier Versäumte in späteren Fortsetzungen 
dieser Vorlesungen nachholen zu können, wo auch die 
älteste Max well’ sehe Theorie, die elektromagnetische 
Theorie der Dispersion, Polarisation, Doppelbrechung und 
Drehung der Polarisationsebene des Lichtes, sowie der 
Hertz 'sehen Schwingungen behandelt werden soll. 

Ich habe es auch nicht verschmäht, durch viele Figuren, 
Zusammenstellungen, Marginalien etc. der Anschauung und 
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Uebersicht aacbzuhelfen uud bin dem Herrn Verleger für 
die Geduld und das Geschick dankbar, womit er meinen 
darauf bezüglichen Wünschen entgcgenkam. 

Eins noch scheint mir nicht unwerth der Erwähnung. 
Ich habe mich überall genau an die, übrigens auch sehr 
bequeme Bezeichnung Maxwell’s gehalten. Man glaubt 
kaum, wie sehr das gleichzeitige Studium zahlreicher Ab- 
handlungen durch den rein äusserlichen Vortheil einer 
wenigstens im Allgemeinen eingebürgerten einheitlichen 
Bezeichnung gelordert wird; wenn die Begriffe noch ein 
wenig schwanken, wie hier, ist dieser Vortheil sogar noch 
grösser, da die einheitliche oder ähnliche Bezeichnung 
immer Veranlassung zur Abgrenzung der Begriffe und 
Vergleichung der Definitionen verschiedener Autoren wird. 
Dies beweisen am besten die Schwierigkeiten , die man 
beim Entwurf einer vergleichenden Tabelle der verschie- 
denen Bezeichnungen, eines „Schlüssels“, wie ich- mir 
selben zu meinem Privatgebrauche anfertigte und ihn am 
Schlüsse des Buches ebenfalls beifüge, findet, und die 
dieses ohnedies sehr unzureichende Surrogat der einheit- 
lichen Bezeichnung noch werthloser machen. leb bitte 
daher alle künftigen Schriftsteller auf diesem Gebiete^ 
meinem Beispiele folgend, wenigstens im Grossen und Ganzen 
zu den Bezeichnungen Maxwell’s zurückzukehren und wäre, 
wenn durch vorliegendes Buch nichts als dies erreicht würde, 
schon mit dem Erfolge meiner Arbeit zufrieden. 

Dass es mir trotz meiner Bemühungen nicht gelungen 
ist, überall ganz den Sinn Maxwell’s zu treffen und alle 
Dunkelheiten aufzuhellen, weiss ich selbst am beäten (vide 
Motto!). Ich wünsche nichts, als dass der Theorie zum Gewinn 
recht bald recht Vieles verbessert werde, ja dass bald die 
Zeit komme, wo ein neuer Schritt in unserer Kenntniss 
des Wesens der Elektricität gethan wird und Niemand 
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mehr dieses unsere völlige Unbekanntschaft mit der Natur 
der Elektricitätabewegung postulirende Büchlein liest. Mögen 
dann immerhin Andere die Früchte unseres Strebens ernsten, 
aber von den Theorien und Experimenten, zu deren Aus- 
einandersetzung ich jetzt schreiten will, mögen sie dann 
sagen: „es ging ein Frühling auf in jenen Tagen!“ 

München, im M&rz 1891. 



Ludwig Boltzmann. 
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Einleitung; Lagrange’s Bewegungsgleichungen. 



1. Die tägliche Erfahrung lehrt, dass wir den Bewegungs- 
zuatand eines Körpers nicht beeinflussen können, wenn wir jfediu»/ 
denselben nicht entweder direkt berühren , oder uns wenig- 
stens durch eine, die Einwirkung übertragende Brücke (ein 
Zwischenmedium) in Gestalt eines Fadens, einer Stange 

oder selbst nur des Hauches unseres Mundes mit ihm in 
Verbindung setzen. Als man daher zuerst Magnetpole und 
später elektrisirte Körper aus gewissen Entfernungen auf 
einander wirken sah, konnte man sich dies nicht anders 
denken, als dass die Wirkung durch ein Zwischenglied, 
etwa eine feine, von den Körpern ausströmende Flüssigkeit, 
übertragen werde.') 

2. Es ist bekannt, auf wie hartnäckigen Widerspruch 
Newton bei Aufstellung seines Gravitationsgesetzes stiess. 
Newton selbst neigte der Ansicht zu, dass die Femwir- 
kung zwischen den Himmelskörpern durch ein Medium über- 
tragen werde; allein er unterliess es, uns irgend etwas 
Näheres von seiner Ansicht über die Beschaflenheit dieses 
Mediums mitzutheilen , treu seinem Grundsätze: hypotheses 
non flngo. 

3. Erst später vergass man hierauf und schrieb wohl 
gar den Namen Newton’s auf das Banner der Theorie der un- 
vermittelten Femwirkung. Dies kam so: die Femwirkungs- 
theorie errang Triumph auf Triumph; nebenbei wurden zwar 
beständig Hypothesen über die Natur eines etwa sie ver- 
mittelnden Mediums aufgestellt; allein diese hatten keinen 

*) Gilbert, ßemoffneie etc. London 1600, über II. cap. III u. IV. 

BoltsmaaD, VorlMunKeo. i 
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Moltkular^ 

kraft. 



Wther, 

ner. 
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T/toffMon, 
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ohne Mtdivtm, 



nennenswerthen Erfolg. Selbst Goethe interessiite sich 
für die Frage (vgl. ein bekanntes Gedicht von ihm). Da 
gelangten die namhaftesten Forscher endlich zu der An- 
sicht, das Medium sei wohl überhaupt überflüssig und die 
Wirkung erfolge direkt ohne alle Vermittelung in die Feme. 

4. Da die Gesetze der magnetischen und elektrischen 
Erscheinungen ganz denselben Grundtypus zeigen wie das 
Gravitationsgesetz, so war es selbstverständlich, dass man 
auch diese Erscheinungen einer direkten Femwirkung zu- 
schrieb, ja Navier, Poisson, Cauchy und viele Andere 
versuchten auch die Moleknlarkräfte nach demselben Schema 
zu erklären; nur setzten sie hierbei an die Stelle derNewton’- 
schen Funktion der Entfernung, da diese hier doch nicht all- 
gemein auszureichen schien, meist eine andere, gewöhnlich 
unbekannt gelassene Funktion der Entfernung. Namentlich 
in Deutschland und Frankreich basiren die meisten neueren 
Abhandlungen und Lehrbücher auf diesem Grundgedanken, 
der durch Wilhelm Weber zur höchsten Vollendung 
gebracht wurde. Am energischsten vertrat Zöllner die 
Ansicht, dass das von Weber modificirte Newton’sche Fem- 
wirkungsgesetz der wahre Schlüssel zur Erklärung der ge- 
summten Natur sei. Ja mehr der minder haben wir alle 
die Ideen von den direkt in die Feme wirkenden magne- 
tischen und elektrischen Fluiden gewissennassen mit der 
Muttermilch eingesogen. 

5. Da ging gerade von England, dem die eigentliche Ba- 
sis der Femwirkungslehre entstammte, auch wieder die Ge- 
genströmung aus. Faraday hatte sein ganzes Leben hin- 
durch nie an eine unvermittelte Femwirkung geglaubt; Sir 
William Thomson entwickelte dessen Ideen weiter, bis Max- 
well aus denselben eine Theorie der magnetischen und elek- 
trischen Erscheinungen schuf, welche unbeschadet der grossen 
Verdienste seiner Nachfolger doch wohl mit Becht für im- 
mer die Maxwell’sche Theorie genannt wei’den wird. 

6. Es mag noch erwähnt werden , dass nicht lange nach 
Maxwell auch Gauss, Biemann, Lorenz, Karl Neu- 
mann und Edlund sich dessen Ideen näherten, indem sie 
annahmen, dass die Femwirkung Zeit zu ihrer Fortpflanzung 
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brauche, was doch wohl nor erklärlich ist, wenn sie durch 
ein Medium übertragen wird. Allein da sie bloss diese 
zur Fortpflanzung nothwendige Zeit, sonst aber das Medium 
in keiner Weise berücksichtigten, so mussten nothwendig 
ihre Theorien an innerer Consequenz hinter der Maxwell’s 
weit Zurückbleiben. Auch Hankel’s mechanische Theorie 
der Elektricität ist noch zu erwähnen. 

Die Theorie Maxwell’s ist den uns zur Gewohnheit 
gewordenen Ideen so diaunetral entgegengesetzt, dass wir zu- 
erst alle unsere bisherigen Anschauungen von dem Wesen 
und der Wirksamkeit der elektrischen Kräfte hinter uns 
werfen müssen, ehe wir in ihre Pforten eintreten. 

7. TJm philosophische Spekulation und naturwissen- 
schaftliches Denken nach allen Richtungen in der gebüh- 
renden Weise auseinanderznhalten, sei noch bemerkt, dass 
aus den Erfolgen, welche die Maxwell’sche Theorie in der 
neuesten Zeit emmgen hat, wieder umgekehrt in keiner 
Weise ein Schluss gezogen werden kann, ob die Wirkung 
je zweier benachbarter Moleküle auch nur bei unmittelba- 
rer Berührung eintritt, oder ob es Kräfte giebt, die in mo- 
lekulare Distanzen femewirken. Bloss die direkte Fera- 
wirkung in Distanzen, die gross gegenüber den Molekular- 
entfernungen sind, wird für magnetische und elektrische 
Kräfte und daher wohl auch ftir die Gravitation unwahr- 
scheinlich gemacht. 



8. Schon lange bevor Galvani das erste Mal Zuckun- 
gen eines Froschschenkels durch Elektricität bemerkt hatte, 
' war eine grosse Zahl von Phänomenen aus dem Gebiete der 
sogenannten Reibungselektricität bekannt. Es erscheint uns 
daher beim Entwürfe einer Theorie ebenfalls am natürlichsten, 
von der Reibungselektricität auszugehen ; aber es ist kaum zu 
leugnen, dass dieser Grund doch ein mehr äusserhcher ist; 
jedenfalls kann auch der Versuch unternommen werden, den 
umgekehrten Weg einzuschlagen, wie es sogar schon bei 
Experimental-Vorlesungen über Elektricität und Magnetis- 
mus besonders für Elektrotechniker, denen die Reibungs- 
elektricität ferner steht, versucht worden ist. 

1* 
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Erste Vorlesung. 



( 9 — 11 . 



I. Krfah- 
r\mg»9ati. 
(ExisUnt el. 
Strüme.) 



]. Hypolhtüt. 
Hfrhauiafiht 
.Va/ur tltktr. 
StTtifnt. 



9. Er- 

fahrunfMOix 
(tl. Artfmc 
»ind atatio- 
närj. 



9. Wir setzen also voraus, dass wir noch nicht die min- 
deste Kenntniss irgend einer magnetischen oder elektrischen 
Erscheinung haben , am allerwenigsten etwas von einem 
elektrischen oder magnetischen Fluidum wissen. Da ma- 
chen wir die Erfahrung , dass ein Metalldraht durch ver- 
schiedenartige Ursachen in einen eigenthilmlichen auffallen- 
den Zustand versetzt werden kann, welcher sich dadurch 
äussert, dass im Drahte fortwährende Wärmeprodnktion 
stattfindet, die sich bis zum Selbstleuchten desselben stei- 
gern kann; dass er Eisenfeile festzuhalten, wenn er zer- 
schnitten und beide Schnittflächen gleichzeitig mit unserem 
Körper in Berührung gebracht werden, die Nerven zu er- 
regen vermag und vieles Andere. Wir sagen dann, in dem 
Drahte fliesse ein elektrischer Strom; ein Ausdruck, der aber 
selbstverständbch rein bildlich zu nehmen ist, da wir nicht 
im Mindesten an ein wirkliches Fortströmen von etwas Ma- 
teriellem denken wollen. 

10. Nur die eine Hypothese machen wir, dass irgend 
eine Bewegung, über deren Natur wir uns aber jeder weite- 
ren Aussage enthalten, die Ursache dieser eigenthUmlichen 
Erscheinung sei. Diese Bewegung, von der wir voraus- 
setzen, dass sie den allgemeinen Gleichungen der Mechanik 
gehorcht, kann theilweise im Innern des stromführenden 
Drahtes ihren Sitz haben, theilweise muss sie sich aber 
auch auf das umgebende Medium (Aether, andere Körper) 
erstrecken, weil sonst eine scheinbare, durch das Medium 
übertragene Fern Wirkung nicht denkbar wäre. 



11. Wo in einem Systeme von Körpern eine Bewegung 
stattfindet, verändert sich in der Regel die räumliche Lage 
oder auch sonst der Zustand dieser Körper fortwährend. 
Hier ist dies jedoch nicht der Fall oder braucht wenig- 
stens nicht der Fall zu sein. Drähte können Stunden, ja 
Tage lang von einem vollkommen unveränderlichen Strome 
durchflossen werden; die Lage, der Temperaturzustand , der 
Wärmefluss, der msignetische Zustand etwa in der Nähe 
befindlicher Eisenmassen, kurz alles für unsere Sinne Con- 
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Charakteristik cyklischer Bewegungen. 



5 



statirbare bleibt dabei an jedem Punkte des Raumes voll- 
kommen unverändert.^) 

Es muss also die Bewegung, die wir uns als Ursache 
der beschriebenen Erscheinung denken, eine vollkommen 
stationäre sein, dergestalt, dass jedesmal , sobald ein Theil- 
chen seinen Ort verlässt, immer nach verschwindend kurzer 
Zeit wieder ein genau gleich beschaffenes, mit derselben 
Geschwindigkeit nach derselben Richtung bewegtes Theil- 
chen an dessen Stelle tritt, so dass trotz der fortwährenden 
Bewegung an keinem Punkte des Baumes eine Veränderung 
wahrnehmbar ist. 

12. Eine solche Bewegung nennt Helmholtz eine 
cyklische. Wenn alle in einem Systeme von Körpern statt- 
findenden Bewegungen cyklische sind, so nennt Helmholtz 
ein solches System ein cyklisches, oder kurz ein Cykel. 

Als Beispiele derartiger Systeme seien hier angeführt: 
Ein fester Rotationskörper, der mit constanter Geschwindig- 
keit um seine Umdrehungsaze rotirt; mehrere derartige Ro- 
tationskörper, die durch Treibriemen gekoppelt sind; eine 
Flüssigkeit, welche stationär einen in sich zurücklaufenden 
Kanal durchströmt. 

13. Räder mit Speichen oder Zähnen entsprechen un- 
serer Definition nicht vollkommen, können aber doch als 
„unechte Cykeln“ bezeichnet werden, insofern die Abwei- 
chungen nur unwesentliche Dinge betreffen; ja selbst Ma- 
schinen, bei denen wie beim Kolben der Dampfmaschine 
bin- und hergehende, aber doch in kurzen Zeiträumen pe- 
riodisch sich wiederholende Bewegungen Vorkommen, dürften 
kaum ein von den Cykeln wesentlich abweichendes Ver- 
halten zeigen. 

Es wird daher wohl auch die noch wenig behandelte 



*) Dort, wo die Eotstebangeuraache ihren Sitz hat, mttaeen firei- 
lich (mit Ausnahme der Uoldcularstrdme in permanenten Magneten) 
Terändeningen vor sich gehen; allein diese können so weit entfernt 
sein, dass sie auf den bebachteten Theil des Feldes keinen anderen 
Eänfluss haben, als dass sie den Strom treiben; zudem können eie 
anch zu den später zu besprechenden langsanieu Veränderungen ge- 
hören. 



Cyktln 
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Erste Vorksang. 



[ 14 . 15 . 



AUgwmt\n€ 

Ooo^noUn^ 



Krhftt. 



Mechanik der Cykeln in der praktischen Maschinenlehre 
von Nutzen sein. Hier aber haben wir es mit einer ganz 
anderen, rein theoretischen Anwendung derselben zu thun. 



14. Ehe ich speciell auf die Mechanik der Cykeln ein- 

gehe, muss ich einige Bemerkungen Uber die Bewegungs- 
gleichungen ganz heUehiger mechanischer Systeme vorans- 
schicken. Sei ein derartiges beliebiges System von Körpern 
gegeben; die Lage und der Zustand aller Körper des Sy- 
stems sei durch n independente Variable ij, 

vollkommen bestimmt. Man sagte dann, das System habe 
n-Freiheitsgrade und bezeichnet die l als die allgemeinen 
Coordinaten des Systems. 

So hat ein materieller Punkt einen Freiheitsgrad, 
wenn er ausschliesslich auf einer Linie, drei, wenn er frei 
im Baume beweglich ist, ein beliebig im Baume beweg- 
licher fester Körper hat sechs Freiheitsgrade u. s. f. 

15. Wir wollen mit L die Kraft bezeichnen, welche 
irgend eine der Coordinaten l zu vergrössem strebt, so dass 
die gesammte Arbeit, welche geleistet wird, wenn jedes l 
um 81 wächst und welche gleich dem Zuwachse ST der 
lebendigen Kraft T des Systemes ist, den Werth hat: 

1) 8A=^2L8l. 

Im Allgemeinen lassen sich alle Massen des Systems 
irgendwie mit n auf vorgeschriebenen Curven beweglichen 
Antriebspnnkten so verbinden, dass die alleinige Bew^ung 
je eines dieser Antriebspunkte immer der alleinigen Ver- 
änderung je einer einzigen Variablen entspricht und 81 gleich 
dem Wege des betreffenden Antriebspunktes ist. 

So können bei einem frei beweglichen materiellen Punkt 
dessen Projektionen auf die drei Coordinatenaxen als An- 
triebspunkte gewählt werden. Drei den Coordinatenebenen 
immer parallel bleibende Ebenen sind gezwungen, durch 
die drei Antriebspunkte zu gehen, der materielle Punkt 
selbst in jeder der drei Ebenen zu liegen. Bei einem um 
eine feste Axe drehbaren festen Körper ist ein Punkt des- 
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selben in der Entfernung eins von der Axe Antriebs* 
punkt n. 8. w. 

Sollte unsere mangelhafte Kenntniss von dem Mecha- 
nismus des Systems, dies nicht gestatten (wenn z. B. das 
System ein galvanisches Element enthielte und l die Elek- 
tricitätsmenge vorstellte, welche dasselbe seit dem Zeitan- 
fange passirt hat), so ist der Begriff L gleich „Kraft, welche 
die Coordinate l zu vergrössem sucht“, einfach als der 
Quotient S Äx Sl zu definiren , worin S Ä die Arbeit dar- 
stellt, welche bei alleinigem Wachsthume der Coordinate I 
um 81 geleistet wird. Da die Arbeit immer etwas bestimmt 
definirbares ist, so kann diese Definition niemals eine Zwei- 
deutigkeit involviren. 

16. Setzen wir voraus, dass wir es auch in diesem 
Falle mit mechanischen Systemen zu thun haben, welche guuiamttn. 
sich den allgemeinen Gleichungen der analytischen Mecha- 
nik ffigen , so können wir noch immer trotz unserer Un- 
bekanntschaft mit dem eigentlichen Mechanismus des Sy- 
stems diese allgemeinen Gleichungen anwenden, welche 
Lagrange in die Form gebracht hat: 

^ ~ dt er dl ’ 

wobei T als Funktion der n Coordinaten l und deren Dif- 
ferentialquotienten l' nach der Zeit t ausgedrttckt zu den- 
ken ist. 

dT:dV sind die Grössen, welche man die Momente 
zu nennen pflegt; wir wollen sie kurz mit ). bezeichnen, dem 
natürlich dann der Index der betreffenden Coordinate bei- 
znfügen ist. 

Bezüglich des Beweises der Gleichungen 2 verweise 
ich auf: Lagrange, Mech. analyt., 2. Theil, 4. Section; 
Thomson und Tait, Treat. on nat. phil. Vol. 1, part. 2. 

New ed. sect. 318, Gl. 24; dass, deutsch S. 282, Gl. 15; 
Maxwell, Treat. on Electr. Vol. 2, 2. ed. , sect. 571; 

Jacobi, Vorlesimgen über Dynamik, 8. Vorlesung, das auf 
Gleichung 7 folgende. 

Hier will ich bloss ihre physikalische Bedeutung, 
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8 Zweite Vorlesung. [17. 

deren möglichst anschauliche Auffassung mir die Haupt- 
sache ist, an einem speciellen Beispiele erläutern, das uns 
übrigens in der Folge von Nutzen sein wird. 



Zweite Yorlesung. 

Mechanische Analogie des zweiten Hauptsatzes 
der Wärmelehre. 



Fig. I. 



17. Sei eine cylindrische Röhre (Fig. 1) mittelst einer 
Kurbel um ihre vertikal stehende Axe drehbar; dieselbe 
trage eine auf ihrer Axe senkrechte 
Stange, auf welcher eine Masse m von 
sehr kleinem Volumen verschiebbar 
ist. Von einem an der Masse befestig- 
ten Haken führe eine Schnur nach der 
Axe, und dann über eine passend an- 
gebrachte Rolle mit der Axe zusammen- 
fallend nach einer Schale S, auf welche 
ein Gewicht p aufgelegt werden kann. 
Alles sei reibungslos und bis auf die 
Masse m auch massenlos. Als allge- 
meine Coordinaten sollen die Entfer- 
nung r der Masse von der Axe und 
der Winkel l benutzt werden, um den 
das Rohr gegen eine gewisse Normal- 
lage verdreht erscheint. Setzen wir der 
Kürze halber die Winkelgeschwindigkeit 
/' = w, so ist; 

mr'* mr*u>* 

— - -j- H 2^ 

B = ntr" — mrw* 

L^tnr*w' + 2mrr'w. 
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Befindet sich der Kurbelgriff in der Entfernung 1 von der 
Axe, so kann man sich die Kraft L, welche den Winkel 
zu vergrössern sucht, direkt an der Kurbel in tangentieller 
Richtung wirkend denken. Die Kraft R sucht die Entfer- 
mmg r zu vergrössern. 

18. Sei nun zu Anfang L = o und p halte der Centri- 
fugalkraft genau das Gleichgewicht, so dass man also hat: 

w' = r’ o, p — mrw*. 

Hierauf wirke eine Aussenkraft L auf die Kurbel, dieselbe 
sei jedoch so schwach, dass w' immer sehr klein bleibt, 
während w einen grossen Werth hat Durch passende Ver- 
änderung von p kann bewirkt werden, dass sich r beliebig 
ändert. Dies soll so geschehen, dass auch r' immer sehr 
klein gegenüber rw und daher auch r" gegenüber rw* bleibt; 
dann ist immer mit grosser Annäherung: 
p = — R = mrw * 

2T = tnr*w*. 

Die während der Zeit dt in das System durch die Aussen- 
kraft L hineingesteckte Arbeit d Q wird theils auf Erhöhung 
der lebendigen Kraft «tr*«;* ; 2 des Systems, theils auf He- 
bung des Gewichtes p um das Stück dr verwendet. Es 
ist also 

3) dQ = ^d(r*w*) pdr = mr*wdw + 2m w*rdr, 

also: 

4) -ß dlogtuU (r*w*), 

also gleich einem vollständigen Differentiale. 

19. Wir können wie bei einem bekannten, mit der 
Gentrifugalmaschine ausgefUhrteu Schulexperimente diesen 
Mechanismus zur Arbeitsleistung benutzen. Wir denken 
uns zwei horizontale, vollkommen ebene und glatte Tisch- 
platten; die ebenfalls eben gedachte Schale S stehe anfangs 
im Niveau der unteren Tischplatte und es werde ohne Ar- 
beitsleistung ein Gewicht p von der Platte auf die Schale 
geschoben. Dann werde die Rotationsgeschwindigkeit durch 
Handhabung der Kurbel gesteigert, bis das Gewicht auf 
das Niveau der oberen Tischplatte gehoben ist, auf welche 
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Zweite Vorlesung, 



[ 20 . 21 . 



Srster Th^ifr 
froc€S»‘ 



ZweiUr 

Theilprocus, 



es daim ohne Arbeitsleistung geschoben werden kann. Bei 
genügender Verminderung der ßotationsgeschwindigkeit sinkt 
dann die leere Schale wieder zum Niveau der unteren Tisch- 
platte herab und es kann ein zweites Gewicht in derselben 
Weise gehoben werden u. s. f. 

Man sieht, wie die dem Systeme zugeführte lebendige 
Kraft zur Arbeitsleistung benutzt werden kann. Allein in 
der soeben geschilderten Weise würde durch eine gegebene 
Zufuhr von lebendiger Kraft nicht das Maximum von Arbeit 
geleistet werden. Ein Maximum von Arbeitsleistung er- 
halten wir aber, wenn wir einen aus vier Theilprocessen 
bestehenden Kreisprocess in folgender Weise ausfühi-en: 

20. Wir stecken durch andauernde Wirksamkeit einer 
kleinen Kraft L die Arbeit Qj in das System. Um diese 
in der vortheilhaftesten Weise auszunützen, wollen wir 
dabei von der Schale fortwährend sehr kleine Gewichte 
wegnehmen und so das Gewicht p fortwährend so abglei- 
chen, dass es immer bis auf verschwindend Kleines gleich 
der Centrifugalkraft — R ist. Der üeberschuss der Centri- 
fugalkraft über p und die Grösse von L soll dabei fort- 
während so regulirt werden, dass die Schale in solchem 
Tempo steigt, dass die Hebungsarbeit immer genau gleich 
der hineingesteckten Arbeit ist, also die lebendige Kraft 
des Systems constant gleich T bleibt. 

21. Nun führen wir keine lebendige Kraft mehr zu, 
lassen aber die Schale noch fortwährend steigen, was durch 
sehr langsame Verminderung ihrer Belastung zu bewirken 
ist. Diese ist wieder so zu reguliren, dass p immer nur 
unendlich wenig hinter der Centrifugalkraft zurückbleibt. 
Da noch fortwährend Arbeit geleistet, aber keine mehr zu- 
geführt wird , so muss dies auf Kosten der im Systeme ent- 
haltenen lebendigen Kraft geschehen. Diese muss daher 
abnehmen und 

p = 2 r : r 

muss, gleiche Zunahme von r vorausgesetzt, rascher wie 
früher abnehmen, da jetzt sowohl T abnimmt als auch r 
zunimmt. Dieser zweite Theilprocess soll fortgesetzt werden. 
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bis die lebendige Kraft des Systems auf den Wert T, ge- 
sunken ist. 

22. Durch Hemmung der Kurbel mittelst einer sehr 

geringen Kraft soll nun dem Systeme Arbeit entzogen wer- 
den. Dabei soll die Grösse der hemmenden Kraft und der 
Ueberschuss des Gewichtes p über die Centrifugalkraft 
(letzterer durch stetes Auflegen kleiner Gewichte) immer 
so regulirt werden, dass erstens beide unendlich klein bleiben 
und zweitens die Schale sich in solchem Tempo senkt, dass 
die hierdurch gewonnene Arbeit die lebendige Kraft des 
Systems constant erhält. Wir haben also für diesen dritten 
Theilprocess wieder 2 T = = 27’« = const. Wie 

lange dieser dritte Theilprocess fortzusetzen ist, finden 
wir am leichtesten in folgender Weise: Wir constmiren 
auf dem Papiere eine Abscissenaxe OR, und eine Ordi- 
natenaxe 0 W. Auf der ersteren tragen wir die Werthe des 
r, auf der letzteren die des w auf. Der Zustand des Sy- 
stems, von welchem wir im ersten Theilprocesse ausgingen, 
ist dann durch einen bestimmten Punkt, etwa P, dargestellt; 
der ganze erste Process durch ein Stück einer von P aus- 
gehenden gleichseitigen Hyperbel; der zweite Process durch 
ein Stück einer Curve, deren Gleichung r*to = const. ist, 
die sich also rascher als die gleichseitige Hyperbel asymp- 
totisch der Abscissenaxe nähert. Der dritte Process ist 
wieder durch ein Stück einer gleichseitigen Hyperbel dar- 
gestellt. Wir ziehen nun durch P eine Curve mit der Glei- 
chung r*w = const. ; wo selbe die zuletzt erwähnte gleich- 
seitige Hyperbel trifft , hat der dritte Theilprocess zu 
enden. 

Der gesammte Arbeitsbetrag, der dem Systeme wäh- 
rend desselben entzogen wurde, sei Q„. 

23. Nun wirke auf die Kurbel , wie beim zweiten Theil- 
processe, keine Kraft; die Schale sinke langsam weiter und 
die lebendige Kraft nehme zu, bis der Ausgangszustand 
des Systems, also der Punkt P, wieder erreicht ist. Fol- 
gendes Schema giebt eine üebersicht über den gesammten 
Process: 



DrUUr 
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Zweite Vorlesung. 



(24. 25. 



Bertckmsng 
d«r geltitte- 
Un Arhtit. 



Nicht umkthr- 
hart KtcU’ 
protwe. 



Nr. de« 
Tbeilproc. 


dewen ebarakt. 
j Qieichung 


ragefUhrte \ m 

Arbeit 1 ^ ^ j : 


2T 


1. 


|r’ip* = const. 


<?. 


!coD8t = irij lümmtzu 


nimmt ab 


2. 


r'w = con«t. 

1 


1 Null 


nimmt ab i nimmt zn 

1 


D. bei gleichem 
■Wachsth. von r 
rascher ab 


3. 


r*jo’ = consL 


-Q. 


C0D8t — 7^1 nimmt ab 


nimmt zu 


4. 


r * w = const. 

1 


Null 


nimmt zu ' nimmt ab 1 

1 1 


nimmt 
rascher zu. 



24. Während aller vier Processe zusammen wurden 

theils Gewichte gehoben, theils wieder gesenkt; da aber der 
erstere Vorgang durchschnittlich bei grösserer Centrifugal- 
kraft vor sich ging als der letztere, so wurden ini Ganzen 
mehr Gewichte gehoben als gesenkt, daher Arbeit geleistet. 
Die im Ganzen geleistete Arbeit ist, da wir es mit einem 
Kreisprocesse zu thun haben , Nun sahen wir aber, 

dass dQ : T ein vollständiges Differential ist, integriren wir 
dieses über alle vier Theüprocesse , so ergiebt sich: 

T, r. Jl-r. • 

Wir brauchen nur statt r zu sagen „Volum“, statt p 
„Druck“, statt T „Temperatur“, statt Q „zugefiihrte Wärme“, 
so haben wir den Carnot’schen Process. 

25. Die Analogie geht natürlich noch weiter. Es wird 
z. B. niemals exakt p = mrw^ sein können, da ja sonst die 
Wagschale niemals in Bewegung kommen könnte, vielmehr 
muss, wenn r zunehmen .soll, p kleiner, wenn es abnehmen 
soll , grösser als die Ceutrifugalkraft sein. Setzen wir 
daher 

p = mrv:^ — s, 

so muss c immer mit dr gleich bezeichnet sein. Man erhält 
also genauer an Stelle der Formeln 3 und 4 die folgende 

log nat (r*w^) — • 

Da nun sowohl T als auch das Produkt tdr immer positiv 
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ist, so liefert dQ : T über einen geschlossenen Prozess in- 
tegrirt allezeit etwas Negatives. 

Freilich würde sich das hier geschilderte System nur 
mit einem Gase decken, für welches das Verhältniss der 
Wärmecapacitäten gleich 3 wäre, was einträte, wenn sich 
die Moleküle desselben statt im Raume nur in einer Ge- 
raden bewegen würden, an deren beiden Enden die Druck- 
kraft p wirkte ; auch würde die Labilität des Gleichgewich- 
tes stören, was aber durch Gebrauch von Federspannungen 
an Stelle des hier der Einfachheit halber angewandten Zu- 
ges von Gewichten vermieden werden könnte. Ich kann 
selbstverständlich hierauf nicht weiter eingehen und muss 
auf die zahlreichen einschlägigen Arbeiten von Rankine, 
Helmholtz, Clausius, mir und Anderen verweisen, welche 
ziemlich vollständig zusammengestellt sind in meiner Ab- 
handlung Gott. Nachrichten vom 24. April 1886. Vgl. 
auch Kronecker’s Journal Bd. 98 S. 68 und Bd. 100 
S. 201. 

26. Diese Digression geschah übrigens nicht bloss in 
der Absicht, die allgemeinen Lagrange’schen Gleichungen 
an einem Beispiele zu erläutern, sondern sie sollte auch 
noch das Wesen der Theorien, mit denen wir uns jetzt be- 
schäftigen, überhaupt klar legen. 

Diese Theorien beanspruchen keineswegs von Hypo- 
thesen auszugehen, welche sich mit der wahren Beschaffen- 
heit der die Natur aufbauenden Urelemente und Urkräfte 
vollkommen decken, sondern bloss von Mechanismen, deren 
Wirkung mit dem Spiele der Naturerscheinungen in der 
einen oder anderen Beziehung eine grosse Analogie haben. 
Je umfassender und schlagender diese Analogie, desto 
brauchbarer natürlich auch der betreffende Mechanismus. 
In diesem Sinne ist der Ausdruck Ma.x\vell’s dynami- 
cal illustration ’) zu verstehen. 

Veizichten wir daher auch einerseits auf Constructionen, 
die sich vollkommen mit der Natur decken, so haben wir 

’) Maxwell, A dynnrnicai fheorie of the eleatromogt%etio 
Scient. pap. vol. I, pag. 537. Roy. Soc. tr. vol. 65. 1865. 
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[ 27 . 28 . 
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iirung der 
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3. 



OffkUsche 

OoerdintUen, 



andererseits wieder den Vortheil, mit klar definirten mecha- 
nischen Systemen zu operiren, deren Gebrauch namentlich 
von grossem heuristischen Werthe ist, wie gerade die Max- 
well’ sehe Elektricitätstheorie beweist Die Mechanismen 
werden in späteren Zeiten wohl durch brauchbarere ersetzt 
werden, aber das durch sie zur Anschauung gebrachte All- 
gemeine, ihnen und den Natuirorgängen Gemeinsame wird 
auch in jeder späteren Theorie bestehen bleiben. 

Beim Lichte betrachtet ist unser Standpunkt vielleicht 
nicht einmal so wesentlich von dem der alten Theorien ver- 
schieden. Ein aus elastischen Kugeln zusammengesetztes 
Gas, ein sechseckiger oder tetraedrischer Benzolkem sind 
doch wohl auch mechanische Analogien, dynamische Illu- 
strationen. Der Unterschied besteht vielleicht nur darin, 
dass wir uns des sinnbildlichen Charakters unserer Theorie 
klarer bewusst sind. 



Dritte Vorlesung. 

Bewegungsgleichungen für Gykeln; Beispiele. 



27. Wir wollen jetzt nachsehen, wie sich die allge- 
meinen Gleichungen 2 modifiemen, wenn wir speciell vor- 
aussetzen, dass das betrachtete System ein cyklisches sei. 
Das Charakteristische jeder cyklischen Bewegung besteht 
darin, dass an Stelle jedes Theilchens, das seinen Ort ver- 
lässt, sogleich ein gleichbeschaffenes, gleichbewegtes tritt, 
so dass sich der Zustand des Systems während der Be- 
wegung in keiner Weise verändert. 

28. Wir bezeichnen l als eine cyklische Coordinate» 
wenn deren Veränderung eine derartige cyklische Bewegung 
darstellt; wenn also während der Veränderung von l der 
ganze Zustand des Systems, daher auch jedenfalls die in 
demselben enthaltene lebendige Kraft keinerlei Aenderung 
erleidet. Daraus ist zu schliessen, dass, wenn l eine cy- 
klische Coordinate ist, der Werth von T nicht Funktion von 
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l sein darf; wohl aber kann und wird er im Allgemeinen l' 
enthalten, da ja die lebendige Kraft um so grösser sein 
wird, je rascher die cyklische Bewegung vor sich geht. 

Der Zustand eines Cykels kann im Allgemeinen durch 
eine beliebige Anzahl solcher cyklischer Goordinaten be- 
stimmt sein. Wären sonst gar keine Goordinaten vorhanden, 
so könnte der Zustand des Systems überhaupt gar nicht in 
einen anderen übergehen, da er sich bei keiner Yerände- 
rung irgend einer cyklischen Goordinate verändern darf. «r- 

29. Ausser den cyklischen Goordinaten soll also der ooördkuu». 
Zustand des Systems noch durch andere bestimmt sein, 
welche Helmholtz die langsam veränderlichen Goordinaten 

oder kurz die Parameter nennt, da sie eine Aehnlichkeit 
nüt den bei der Methode der Variation der Gonstanten, bei 
Aufsuchung der einhüllenden etc. vorkommenden veränder- 
lichen Parametern haben. Diese Parameter haben nicht 
die Eigenschaft der cyklischen Goordinaten, dafür aber sollen 
sie sich so ausserordentlich langsam verändern, dass ihre 
Dififerentialquotienten nach der Zeit vernachlässigt werden 
können; dass also, wenn man diese Parameter mit k be- 
zeichnet, die lebendige Kraft zwar die k selbst, aber nicht • 
deren Ableitungen nach der Zeit k' enthält. 

30. Man kann daher schreiben; 

5) T=^f(k,V). 

Es ist eine weitere Folge der langsamen Veränderlich- 
keit der k, dass während eines längeren Zeitraumes die k 
als constant betrachtet werden können, so dass während 
dieses Zeitraumes die Bewegung als eine cyklische betrachtet 
werden darf; erst nach längerer Zeit nehmen die k allmäh- 
lich andere Werthe an, so dass die Bewegung jetzt wieder 
eine cyklische ist, aber mit etwas veränderten Werthen 
der Parameter. Während also die V gross sind, so sind 
die l" klein von derselben Ordnung, wie die k'. 

Als Elrläuterung möge das in der vorigen Vorlesung 
behandelte Beispiel gelten. Da war l eine cyklische Goor- 
dinate, bei deren rascher Veränderung sich der Zustand 
des Systems nicht ändert; r dagegen wurde als langsam 
veränderlicher Parameter vorausgesetzt, so dass die Oe- 



Der Zustand 
iat V%mkHon 
wn k «end I'. 



Digitized by Googl 




16 



Dritte Vorlesung. 



[ 31 . 38 . 



Bmotgung»-- 
gltiehungtn 
für Cgktln. 






Sind alle r.in- 
ffffUhrtm 
Vemarklä^ 
sigMngen bt- 
grihidetf 



schwindigkeit r’ verscbwindet, aber die cyklische Rotatious- 
beweguug des Systems bald bei kleinerea, bald bei grösse- 
ren Distanzen der Masse m von der Drehungsaxe vor sich 
geht. T war Funktion von l' und r. Tn ganz analoger 
Weise denken wir uns, dass auch die Volumveränderungen 
warmer Körper sehr langsam gegenüber der Molekularbe- 
wegung, welche wir Wärme nennen, die sichtbaren Be- 
wegungen der Stromleiter und Magnete sehr langsam gegen- 
über den Bewegungen, welche wir Elektricität nennen, vor 
sich gehen. 

31. Wir können jetzt ein Cykel auch definiren, als 
ein solches System, welches keine anderen als cyklische 
und langsam veränderliche Coordinaten enthält, und erhalten 
mit Rücksicht auf die Gleichung 5 aus unseren allgemeinen 
Bewegungsgleichungen 2 fiir Cykeln die nachfolgenden Be- 
wegnngsgleichungen : 



6) 



if .= 



d7’ , ±dT 
dk’ ^ ~ dt di' 



worin K und L in oben definirtem Sinne die Kräfte sind, 
welche einestheils die langsam veränderlichen Coordinaten 
k, anderentheils die cyklischen Coordinaten l zu vergrössem 
streben. 



32. Da bei der partiellen Differentiation die Grössen- 
ordnung der Glieder im Allgemeinen verändert wird, so 
können Zweifel entstehen , ob nicht hierbei Glieder von 
dersclbeji Orössenordnung wie die Ausschlaggebenden ver- 
nachlässigt worden sind; daher scheinen die folgenden Be- 
trachtungen zur Zerstreuung derartiger Zweifel nicht ganz 
überflüssig. 

Wir nehmen an, die langsame Veränderlichkeit jedes 
der k soll dadurch au.sdrüekbar sein, dass wir k — f(f:t) 
setzen, wobei f (x) eine samjnt ihren Ableitungen endliche Funk- 
tion des endlichen Argiunontes x, s aber eine sehr kleine 
Grosse üst. In gleicher Weise soll die langsame Veränder- 
lichkeit von V dadurch ausdrückbar »ein, das.s /' = i) ge- 
setzt wird, wobei g und f dieselben Eigenschaften wie f 
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und e haben. Natürlich ist dann l selbst sehr gross, was 
aber nicht schadet, da i selbst in den G-leichungen nirgends 
vorkommt. 

T ist eine homogene Funktion zweiten Grades von fc' 
und f, deren Coefficienten bloss Funktionen der k sind. Es 
soll Ak'* ein Glied repräsentiren , welches das Quadrat 
eines k' ' oder ein Produkt zweier k' enthält. In gleicher 
Weise sei (71'* ein Glied, welches ebenso bezüglich l be- 
schaffen ist, und endlich Bk'l' ein Glied, welches ein Pro- 
dukt eines k' und eines l' enthält. Die Coäfficienten A, B, C 
sind Funktionen der k und sollen endlich sein , sowie auch 
ihre partiellen Ableitungen nach diesen Grössen, welche 
wir symbolisch durch A', B' . , . aasdrücken. Der vollständige 
Ausdruck für K wäre: 

dt dV dk ■ 

Wir bezeichnen den ersten Addenden dieses Ausdrucks mit I, 
den zweiten mit IT. Solche (Mieder, welche die Differen- 
tiation von: 

AÄ'*, Bk'V oder CI'* 

in 1 liefert, sollen mit f., resp. bezeichnet werden 
und analoge Bedeutungen sollen //,, //», II ^ haben. 

Darm ist, wenn man Glieder von gleicher Grössenord- 
nung der Kürze halber einfach einander gleichsetzt: 

/. = = k'^Ä -b = e*, 

wobei die letzte Gleichung lediglich ausdrückcn soll, dass 
beide Glieder von der Grössenordnung e* sind. Ebenso er- 
giebt sich 

U. = A'fc'* = 

4 = B’k'/' + BI' = e + C, 

/4 = S'fe'r = f, I. = o, 

wogegen II, = C'l'^ endlich ist, welches Glied eben allein 
den in Gleichung 6 vorkommenden Werth für K liefert. 
Da das undifferentiirte l nirgends vorkommt, so ist 

T - ^ Al 
^ ~ di dl' ■ 

Die Glieder von der Form Ak'* liefern in diesen Ausdruck 
nichts, ein Glied von der Form Bk'l' soll J7/,, ein Glied 

Boltcrnfton, VorlMUDg«n. 2 
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von der Form CI'* aber 111^ liefern, dann ist, wenn wieder 
das Gleichheitszeichen nnr Gleichheit der Grössenordnung 
ansdrückt , 

/If» = Bk" + FÄ'» = «» 
lU, = Ck'l' + CI" = « + ?. 

Es ist also L unendlich klein, wie vorauszusehen war und 
alle anderen Glieder verschwinden unter allen Umständen 
gegenüber III „ welches gerade auch die in Gleichung 6 
angenommenen Glieder darstellt. 

Die sowohl k' als V enthaltenden Glieder würden zu 
ganz eigenthümlichen , bisher noch nicht entdeckten Erschei- 
nungen Veranlassung geben, denen Maxwell in seinem 
Treat on Electr. 2. Eldit. Vol. 2, sect. 574, deutsch pag. 
263, eine längere Betrachtung widmet. 



33. Der einfachste Fall ist der, dass nur eine einzige 
cyklische Coordinate vorhanden ist. Es ist dann die Lage 
sämmtlicher Theile des Systems, abgesehen von den lang- 
sam veränderlichen Coordinaten, nur noch durch die Lage 
eines einzigen Antriebspnnktes bestimmt, welche wiederum 
durch eine einzige cyklische Coordinate l definirt ist. Ruht 
der Angriffspunkt, so ruhen alie Theile des Systems; be- 
wegt er sich mit einer gegebenen Geschwindigkeit l', so sind 
dadurch die Bewegungen aller Massen des Systems bestimmt. 
Natürlich sind dabei immer die Werthe der langsam ver- 
änderlichen Parameter als gegeben vorausgesetzt, welche 
ja stets während einer langdauemden Bewegung des Systems 
als constant betrachtet werden können. 

Das System, welches wir betrachten, kann dabei aus 
beliebig vielen beliebig miteinander und mit dem An- 
triebspunkte verbundenen Massentheilchen m^, in^, . . . . m, 
bestehen. Wir sahen, dass die lebendige Kraft T des Sy- 
stems nur Funktion von V xind den Parametern k sein kann. 
Behält jedes Massentheilchen während seiner ganzen Be- 
wegung denselben Beweguiigszustand, so werden auch die 
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Geschwindigkeiten v, ..Vp der einzelnen Massentheilchen 
nur Funktionen von l' und k sein. Nimmt ein bestimmtes 
Massentheilchen, während es fortwandert, verschiedene Gre- 
schwindigkeiten an, so ist doch jedenfalls die Geschwindig- 
keit, die an einer bestimmten Stelle des Raumes herrscht, 
nur Funktion von l' und fc, was bei Berechnung von T auf 
dasselbe herauskommt, da ja T eine über alle Massentheil- 
chen zu erstreckende Summe ist. 

Im Folgenden soll niemals in den Fällen, wo Para- 
meter vermittelst gewisser Bedingungsgleichungen eliminirt 
werden könnten, z. B. vermittelst der Bedingung, dass auf 
sie niemals eine Kraft wirkt *), diese Elimination voi^enom- 
men werden, sondern sämmtUche langsam veränderliche Pa- 
rameter und auch die darauf wirkenden Kräfte sollen, selbst 
wenn letztere immer gleich 0 sind, in den Gleichungen be- 
lassen werden; dann sind Fälle kaum denkbar, wo die Ge- 
schwindigkeiten V, andere als lineare Funktionen der Ge- 
schwindigkeiten V sind, was natürlich ebenso für die später 
zu betrachtenden Fälle gilt, wo mehrere cyklische Goordi- 
naten vorhsmden sind. 

Es scheint, dass die Voraussetzung jeder anderen nicht 
linearen Abhängigkeit zu mechanischen Ungereimtheiten 
führen würde. Sollte aber später doch einmal die Möglich- 
keit von Bewegungen entdeckt werden , wobei die v nicht jw. 
lineare Funktionen der l' sind, so setzen wir jedenfalls vor- 
aus, dass die Bewegungen, welche zu den magnetischen 
und elektrischen Erscheinungen Veranlassung geben, nicht 
in diese noch ganz hypothetische Kategorie von Bewegungen 
gehören. Mit einem Worte, wir setzen: 

V, = 0(1', (* — l> 2 . . ,p) 



l't A 



wobei die Coöfiicienten a selbstverständlich Funktionen der 
langsam veränderlichen Parameter k sind. Die Gleichung 
6 liefert dann: 



*) V. Uel. holtz, Principien der Statik monocykliecber Systeme. 
Kroneker’s Journal Bd. 97 8. 132. 
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34. Um ßicli die wahre Bedeutung dieser Gleichungen 
mögliiihst zu veranschaulichen , empfehle ich die Anwendung 
auf Beispiele und deute hier nur einige Verallgemeineningen 
des in der zweiten Vorlesung gegebenen Beispieles kurz an. 

Die an dem rotirenden Rohre befestigte Seitenstange der 
Fig. 1 Art. 17, (JCin Fig. 2) sei nicht fest, sondern durch 
ein Gelenk A mit dem Rohre verbunden. Aehnlich sei ehre 
zweite gleich lange Stange CE durch ein Gelenk E mit einer 

in der Äxe der Röhre ver- 
schiebbaren dritten Stange 
verbunden. Die beiden an- 
deren Enden der ersten imd 
zweiten Stange endlich seien 
wieder durch ein Gelenk C mit 
einander verbunden (s. Fig. 2). 

Von der dritten Stange 
rage das Stück y aus dem 
Rohre hervor. Auf der ersten 
Stange gleite die Masse m, 
durch einen Faden wie in 
Fig. 1 gehalten, von dem ein 
Stück X aus dem. Rohre her- 
ausragt. Hier ist wieder die 
Kurbel der Antriebspunkt. Die 
Winkeldrehung, oder, wenn 
man will, der Weg l der Kur- 
bel, ist die cyklische Coordi- 
nate, x, y sind die Parame- 
ter. Wir setzen voraus, dass 
die fixen Bestandtheile ein 
Trägheitsmoment J haben, während das des Fadens imd der 
beweglichen Stangen verschwindet, sowie dass sich die Para- 
meter X, y genügend langsam ändern. Dann ist: 

T = Y (7 -f- , E = [(7 -|- w»r*)rj , da A = 7-H rnr* ist. 



Fig. 2. 
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Die Kräfte, welche den Faden und die Stange aus der 
Röhre herauszuziehen suchen, sind: 

r=-Tnrf*^. 
ox dy 

Bildet die erste und zweite Stange den Winkel 2«, so ist 
ör ; dx = — cos K. Verschiebt sich das an die dritte 
Stange stossende Ende E der zweiten Stange um EE — dy, 
so verschiebt sich die Projection D ihres anderen Endes C auf 
die Axe um DD = dy:2, der Punkt C um CC'= dy:2 cos « ; 
der Mittelpunkt B der Masse M um BD = CC.(k — a:):A = 
(k — x)dy:2XKOsa, und die Entfernung r der Masse w von 
der Stange wächst um (Tr = — BD sinu = — (k — x)tgady :2k^ 
wobei k die Länge der ersten Stange ist, welche ebenso- 
gross wie die der zweiten Stange sein soll. Der Faden soll 
eine solche Gesammtlänge haben, dass sich für x = o die 
Masse m in C befindet. 

Da ausserdem r = (7, — as^cos« ist, so erhält man: 

X — — x) cos* of, Y = (A — x)* sin u. 

Um noch einen Fall zu betrachten, wo auch m verän- 
derlich ist , communicire mit der vertikalen Röhre eine 
enge horizontale Röhre, und diese 
am Ende mit einem schlaffen 
Ballon. Die vertikale Röhre sei 
unten zu, oben mit einem ver- 
schiebbaren Kolben vom Flächen- 
inhalte f verschlossen, dessen Stiel 
um das Stück x aus ihr hervorragt. 

Sie wie die liorizontale Röhre und 
der Ballon seien mit einer incom- 
pressiblen Flüssigkeit von der 
Dichte p gefüllt. (Siehe Fig. 3.) 

Dann ist dm = — Qfdx, daher 
die Kraft X, welche x zu ver- 
grössern strebt: 

„ 

2 a* ~ '2 ■■ 
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35. Eline derartige monocyklische Bewegung, deren In- 
tensität durch die Ableitung einer einzigen Variablen nach 
der Zeit vollkommen bestimmt ist, ist nach Maxwell ein 
in einem Drahte cirkolirender elektrischer Strom, l' misst 
die Geschwindigkeit der Bewegung, wird also jedenfalls mit 
wachsender Stromintensität wachsen ; L ist die Kraft, welche 
die monocyklische Bewegung antreibt, wächst also mit wach- 
sender elektromotorischer Kraft. Die Bewegung findet theil- 
weise im umgebenden Aether, möglicherwei.^e auch in um- 
gebenden Eisenmassen etc. statt. Diese Bewegung in der 
Umgebung ändert sich , wenn der Draht seine Gestalt, die 
umgebenden Eisenmasseii etc. ihre Lage ändern imd zwar 
sollen k die Parameter sein, welche die Gestalt, Lage des 
Drahtes, der Eisenmassen etc. bestimmen. 

Die Geschwindigkeit eines jeden im Drahte oder in der 
Umgebung befindlichen ponderablen oder inponderablen Mas- 
sentheilchens (resp. die Geschwindigkeit an einer bestimmten 
Stelle , durch welche Massentheilchen hindurchwandem), 
soll proportional l' sein. Der Proportioualitätafaktor aber 
wird von der Gestalt des Drahtes und der Lage der um- 
gebenden Körper, also von dem Werthe der Parameter k 
abhängen. Die K sind die Kräfte, welche von aussen 
auf das System wirken müssen, um die Werthe von l' und 
diesen Parametern constant, respektive gerade in der Weise 
langsam veränderlich zu machen, dass k' und l" die in den 
Gleichungen angeführten Werthe haben. 

K sind also die ponderomotorischen Kräfte , welche bei 
den in den Gleichungen enthaltenen Werthen von Ar' und 
V von aussen auf den stromfllhrenden Dralit und die um- 
gebenden Körper wirken müssen, — K die Kräfte, welche 
scheinbar durch die cyklische Bewegung (wie die Centri- 
fugalkraft durch die Kreisbewegung) erzeugt und denen die 
Kräfte + K (Centripetalkraft) das Gleichgewicht halten. 
Ebenso sind L die- Kräfte , welche unter denselben Be- 
dingungen von aussen wirken müssen. 

36. Wir setzten bisher das System als frei von Be- 
wogungshindemissen voraus. Damit es einem elektrischen 
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Strome vollkommen analog werde, müssen wir auch solche 
einführen. 

Bewegungshinderuisse , welche sich der Veränderung 
der k entgegenstellen würden, wären etwa Reibung der 
DrahtstUoke der Stromleituug oder benachbarter Eisenkörper 
bei einer sichtbaren Bewegung derselben und Aehnliches, 
wären also in die K einzubeziehen. Solche dagegen, welche 
der cyklischen Bewegung entgegenwirken und deren Qe- 
sammtbetrag wir mit W bezeichnen wollen, müssen oxpli- 
cit in die Gleichungen eingefübrt werden. 

Sei Z/„ die Kraft, welche thätig sein musste, w'enn die 
Bewegungshindeinisse fehlten und welche also durch Glei- 
chung 6 bestimmt ist, A. aber die bei Thätigkeit der Be- 
wegungshindemisse noth wendige Kraft; so ist: 



Wenn man daher wieder den Index m weglässt, so erhält 
man beim Vorhandensein der Bewegungshindemisse an Stelle 
der Gleichung 6 die folgende; 



8 ) 



^ 4- W 

di dv 



Bleibt die Stromintensität, die Gestalt des Drahtes und die 
Lage der umgebenden Massen, also V und öTidl' constant, 
so ist daher L = W. Dann wird aber die elektromotorische 
Kraft durch das Ohm’sche Gesetz bestimmt. 

Würden wir also voraussetzeu , dass L einfach der 
elektromotorischen Kraft, l' der Stromstärke proportional ist, 
so müsste, um der Erfahrung zu genügen: 

IV = V X const. 

gesetzt werden. Wir müssten also annehmen, dass die Ge- 
genkraft der Bewegungshindemisse der Geschwindigkeit der 
Bewegung, also der Stromstärke proportional ist. Obige 
Annahme ist zwar die einfachste, über ihre Berechtigung 
kann aber nur durch Zuziehung weiterer Erfahrungsthat- 
sachen entschieden werden , welche am passendsten der 
Wechselwirkung zweier elektrischer Ströme entnommen 
werden. 
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87. Sei nun ein System gegeben, das aus beliebig 
vielen Massentheilchen mit den Geschwindig- 

keiten Vj , i'j . . . Vf, besteht. Die Position jedes Massen- 
theilcliens sei durch beliebig viele langsam veräuderliche 
Parameter k^, k^ ... k„ und durch zwei cyklische Coordi- 
naten bestimmt, deren Ableitungen nach der Zeit wir 
mit l\ und l\ bezeichnen. 

Es sei wieder: 

9) Vi = -f- bil\, (i = 1, 2 . . p) 

(v< bezeichnet eventuell die Geschwindigkeit an einer be- 
stimmten Stelle des Raumes, wo fortwährend Massentheil- 
chen m, passiren). Setzt man daher: 

istf ias;> imp 

10) A = B 

1=1 i=l i=l 

SO wird 

11) + 

Die Momente sind: 



er 



8T 



h = + Ol'„ A, = Cl\ -t- Bl \ , 

und man erhält die Bewegungsgleichungen: 



12 ) 



“ ST “Ä 



jT - _ _ _ ü'‘ ^ V r ^9 

I" dk 2~ Bk 2 Bk ^ » Bk ' 

Hier sind die L die Kräfte, welche die beiden cyklischen 

Coordinaten zu vergiftssem suchen, K dagegen die Kräfte, 

welche irgend einen der Parameter k zu vergrössern streben. 

IVj und IV, aber ist der Gesammtbetrag der Bewegungshinder- 
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nisse, welche bei Veränderung der ersten, resp. der zweiten 
cyklischen Coordinate auftreten. Es wird vorausgesetzt, dass 
der Mechanismus, welcher die Bewegung von den Antriebs- 
punkten auf die einzelnen Massen überträgt, ohne Bewe- 
gungshindernisse ist und nur die Bewegung der Antriebs- 
punkte selbst solche erfährt, so dass TTj bloss Funktion 
der Bewegung des ersten, des zweiten Antriebspunktes 
ist, nicht aber die Bewegung des ersten Antriebspunktes 
auch auf von Einfluss ist, oder umgekehrt. 

38. Diese Gleichungen sind ganz allgemein. Wie immer 
die Massen beschaffen sein mögen, deren Bewegung uns als 
elektrischer Strom erscheint, wie complicirt auch ihre Ver- 
bindungen seien , wie immer der Charakter dieser Be- 
wegungen selbst gestaltet sein mag: wenn es nur cyklische 
sind, die den Grundprincipien der Mechanik gehorchen; 
jede.s Mal müssen sie die obigen Gleichimgen erfüllen, welche 
ja eine unmittelbare Consequenz jener Grundprincipien sind. 
Doch um uns den physikalischen Sinn dieser Gleichungen 
möglichst zu veranschaulichen, wollen wir zunächst ihre 
Anwendung auf specielle Fälle zeigen. Wir könnten da 
Flüssigkeitsströme in in sich zurlicklaufenden Kanälen, 
Prozesse, wo stete Verdampfung und Wiedercondensation, 
chemische Verbindungen und Dissociation, Elektrolyse etc. 
stattfindet, wählen. Doch wird es sich offenbar empfehlen, 
zuvörderst ein denkbar einfaches Beispiel zu betrachten. 
Zwei von einander unabhängige nebeneinanderstehende Ap- 
parate, jeder so beschaffen, wie der in Fig. 1, Art. 17 dar- 
gestellte, würden den Bedingungen, die wir jetzt aufstellten, 
genügen; allein da würden gerade die Glieder, welche das 
Zusammenwirken beider ausdrücken und auf die es uns jetzt 
am meisten ankommt, fehlen. Deshalb wollen wir das fol- 
gende ideale Modell betrachten. 

39. Drei coa.xiale Röhren sollen übereinander stehen; 
passende Verjüngungen der mittleren sollen ein klein 
wenig in die oberste uud unterste hineinragen und darin 
reibungslos drehbar sein, während die oberste und un- 
terste so getragen werden , dass sie keiner anderen 
Bewegung als einer Drehung um ihre Axe fähig sind (vgl. 
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Fig. 4). Jede der drei Röhren trage eine Masse, zn oberst, 
«Zj zu unterst, Wj in der Mitte, welche genau wie die Masse 
der Fig. 1 Ai t. 17 beweglich und von einem Faden gezogen 
ist. Alle drei Fäden ragen aus der untersten Röhre her- 
vor. Die Distanzen der Massen von der Axe seien r^, r^, r,. 

Die oberste und un- 
terste Röhre sollen 
genau w'ie die Röhre 
der Fig. 1 durch eine 
Kurbel drehbar sein. 
Da.s mittlere Rohr 
aber soll mit ihnen 
in der folgenden Weise 
verbunden sein: Das 
oberste und unterste 
Rohr tragen je eine 
zu ihrer Axe senk- 
rechte Scheibe , das 
mittlere aber eine zu 
seiner Axe senkrechte 
Stange , an welcher 
eine zur Stange senk- 
rechte Scheibe dreh- 
bar befestigt ist, die 
die beiden anderen 
Scheiben beiUhrt und 
darauf ohue Reibung 
und Gleitung rollt. 
Die Abhängigkeit der 
Bewegung des mitt- 
leren Rohres von den 
beiden anderen fiu- 
det man leicht durch 
folgende TJeberleguug: Wenn das obere und untere Rohr beide 
um den gleichen Winkel im selben Sinne gedreht werden, 
so dreht sich dabei auch das mittlere Rohr im selben Sinne 
um den gleichen Winkel, die dritte Scheibe jedoch dreht 
sich dabei gar nicht. 'W'^ird dagegen das obere und untere 



Fig. 4. 
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Rohr um den gleichen Winkel im engegengesetzten 8inne 
gedreht, so dreht sich die mittlere Scheibe, aber ihr Mittel- 
punkt und daher auch das mittlere Rohr bewegt sich nieht. 

Wird daher das obere Rohr um einen beliebigen Winkel /j, 
das untere im gleichen Sinne um einen beliebigen anderen 
Winkel gedreht, so kann man sich die Sache immer so 
Torstellen, als ob zuerst beide Rohre im selben Sinne um 
den Winkel (fj -1- ^) : 2, hernach aber das obere wieder im 
selben Sinne um den Winkel : 2 , das untere da- 

gegen im entg^engesetzten Sinne um denselben Winkel 
(fj — i,) ; 2 gedreht worden wäre. Nur der erstere Process 
dreht das mittlere Rohr und zwar um den Winkel (/j -f- ^) ; 2. 

Es ist also die Drehung und daher auch die Winkelgeschwin- 
digkeit des mittleren Rohres immer das arithmetische Mittel 
aus der der beiden anderen. 

Wird also alles Uebrige als massenlos vorausgesetzt, m,idmnt>n 
so besteht das System nur aus drei Massen 
und ist durch die beiden cyklischen Courdiuaten /, und 
die drei langsam veränderlichen Paiameter r^, r^, voll- 
kommen bestimmt. Die Geschwindigkeiten der Massen sind; 



i’j — rj / j , — rj / j , t'j — j- 



Es ist also in Formel 9 und 10 zu setzen: 

~ *”1) Oj = ftj = o, ~ ~ 

was liefert: 



A = mj rj ■ 



’’’ 4 



B = + 



4 ’ 



C_— p-, 



oder wenn maji noch behufs möglichster Vereinfachung der 
Formeln die oberste und unterste Masse untereinander 
gleich (= m), die mittlere aber vier Mal so gross annimmt: 
A = m(r^* + r,»;, B == m(r^^ + r^*), C = mr^^. 
Denken wir uns diese Werthe in die Formeln 12 eingesetzt, 
so erhalten wir also die Bewegungsgleichnngen unseres Sy- 
stems. W^, ITj sind die Kräfte, welche die Beweguugs- 
hindemisse der Drehung der obersten und untersten Röhre 
entgegensetzen (z. B. Reibung in den Lagern) , während alle 
anderen Bewegungen als frei von Bewegungshindernissen 
vorausgesetzt werden. 
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Di$ou4$ion. 



40. Wir wollen zunächst der oberen Böhre mittelst 
der oberen Kurbel eine beliebige vorgeschriebene Bewegung 
ertheilt denken und uns fragen, welc.he Kraft dabei auf 
die untere Kurbel wirken muss, damit die untere Bohre 
stets in Rnhe bleibt. Da die untere Röhre sich nicht be- 
wegt, so ist /'j == o; aber dieselbe kann offenbar, wenn sie 
ruht, auch keinen Widerstand erfahren, weshalb auch 
TFj = o und 

i («.) 

isl,. So lange daher die r unverändert bleiben und auch die 
Geschwindigkeit des ersten Rohres sich nicht ändert, wirkt 
auf die zweite Kurbel keine Kraft, wächst dagegen die Ge- 
schwindigkeit der ersten Röhre, so muss auf die zweite 
Kurbel, um sie ruhig zu erhalten, eine Kraft im gleichen 
Sinne wirken, deren Intensität proportional : dt und pro- 
portional dem Ooefficienten C ist (inducirte elektromotorische 
Kraft). Fehlte jene Kraft, so würde sich die zweite Röhre, 
während des Wachsthums der Geschwindigkeit der ersten, 
im entgegengesetzten Sinne drehen (inducirte Drehung). Das 
Entgegengesetzte gilt, wenn die Geschwindigkeit der ersten 
Röhre abnimmt. 

Einen gleichen Effekt hat aber bei constanter Dre- 
hungsgeschwindigkeit der ersten Röhre ein Anwachsen oder 
Abnehmen von C durch langsame Handhabung des Vj regu- 
lirenden Fadens. Im^ersteu Fall tritt eine entgegengesetzte, 
im letzten eine gleichsinnige Drehung der unteren Röhre auf, 
beide sind proportional l\ und dC:dt. 

Die Analogie mit zwei elektrischen Strömen ist eine 
vollständige. A ist der Selbstinductionscoefficient der er- 
sten, B der der zweiten, C der wechselseitige Inductions- 
coefficient beider Strombahnen. 

Die Analogie geht noch weiter. Gemäss der letzten 
der Gleichungen 12 wirken auch Kräfte auf die Parameter, 
von denen die Werthe von A, B, C abhängig sind (auf die 
Fäden). Die Intensität derselben ist für in A enthaltene 
Parameter für in B enthaltene Parameter 1'^*, für in 
C enthaltene aber dem Produkte l\l\ proportional und 
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superponirt sich fiir solche Parameter, die in mehreren der 
Grössen A, B, C Torkommen. Wenn l\ und l\ gleichbe- 
zeichnet sind und C beim Wachsthum des Parameters 
wächst, so ist, um ihn cou.stant zu erhalten, eine Aussen- 
kraft noth wendig, die ihn zu verkleinern sucht. 

41. Dasselbe gilt auch von zwei elektrischen Strömen. 

Wenn bei Aenderung irgend einer Coordinate sich der Selbst- 

, nttion <uT 

inductionscoerficient des ersten resp. zweiten Stromkreises stnfvumm- 
ändert, wirkt darauf eine dem Quadrate der Intensität 
des, ersten, resp. des zweiten Stromes proportionale ponde- 
romotorische Kraft; wenn aber der wechselseitige Induc- 
tiouscoefficient Funktion dieser Coordinate ist, so wirkt dar- 
auf eine dem Produkte beider Stromintensitäten proportio- 
nale Kraft; ändern sich endlich bei Veränderung der Coor- 
dinate mehrere dieser CoelBcieuten gleichzeitig, so addiren 
sich auch die betreffenden Kräfte. 

Wir genügen also nur dann der Erfahrung , wenn wir 
annehmen, dass die Stromintensitäten in der That den Ge- 
schwindigkeiten l' der Antriebspunkte proportional sind. 

Oder besser gesagt, wir detiniren die Stromintensität so, 
dass die erstgenannten Kräfte ihren Quadraten , die letzt- 
genannte aber ihrem Produkte proportional werden. Wir 
denken uns einen ein für alle Mal unveränderlichen Strom 
gegeben und in die Nähe einen beweglichen Stromleiter 
gebracht. Wollen wir die Intensität zweier anderer elek- 
trischer Ströme mit einander vergleichen, so schicken wir 
durch jenen Stromleiter zuerst einen Strom von gleicher In- 
tensität, wie der erste; dann einen Srom von gleicher In- 
tensität vzie der zweite. Das Verhältniss der ponderomo- 
torischen Kräfte, die derselbe (natürlich immer die gleiche 
Gestalt und relative Lage zum ersten Strom vorausgesetzt) 
in dem einen und anderen Falle erfährt, giebt das ge- 
wünschte Verhältniss der Stromintensitäten. Dieses Ver- 
fahren fällt übrigens, wenn man permanente Magnete als 
Aggregate unveränderlicher Molekularströme auffasst, mit 
der Strommessung durch die Tangentenbussole zusammen. 
Vorausgesetzt ist dabei natürlich noch, dass man durch 
Elektrolyse oder eine andere W'irkuug die Gleichheit des 
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[42. 
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eität V. 



Stromes im beweglichen Stromleiter mit je einem der zu 
messenden constatireu kann. 

42. Wollen wir eine Einheit der Stromintensität de- 
hniren, so ist es bei unserem augenblicklichen Standpunkte 
nicht gut , von dem Begriffe eines 
permanenten Magnets auszugehen. Wir 
denken uns vielmehr zwei sehr lange 
parallele Ströme in der Entfernung a 
Fig. 5. Sei dx ein Element des einen, 
dx' eines des anderen Stromes, r deren 
Entfernung, t, i die im magnetischen 
Maasse gemesseuen Stromintensitäten, so 
ist die Anziehung der beiden Elemente 
nach dem Ampere 'sehen Gesetze, wenn 
beide sich in atmosphärischer Luft be- 
finden: 

14) p = [2 cos {dx, dx) — 3 cos (r, dx) cos {r, dx')"]. 



Fig. 5. 




Sucht man die Componente q dieser Kraft senkrecht zu den 
beiden Strömen und substituirt für die Cosinus ihre Werthe, 
so findet man, wenn x die Entfernung des Elementes dx 
von der Projektion des Elementes dx' auf den Stromleiter, 
dem dx angehört, bedeutet: 

q = ii'adxdrji^ ** adxdx +- ° 



Die gesammte Kraft Q, welche der eine Draht auf die Län- 
geneinheit des zweiten ausUbt, findet man, wenn man be- 
züglich dx von — CX5 bis -|-oo integrirt und dx'= 1 setzt. 
Wegen 




o*— 2*’ 
r* 



ergiebt sich 




Wir wollen uns also die beiden sehr langen Drähte, in dem 
Nurmalmedium (atmosphärischer Luft) befindlich, von zwei 
Strömen von der gleichen Intensität durchfiossen und letz- 
tere so gewählt denken, dass, wenn sich die Drähte in 
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der Entfernung eines Centimeters befinden, jeder auf die 
Längeneinheit des anderen gerade die Anziehungskraft zweier 
Dyne ausübt. Für einen Strom von solcher Intensität 
setzen wir t = \ , dann können wir für beliebige Ströme t 
durch eine Zahl ausdrücken und wissen, dass wir uns mit 
dem sonst als magnetischen Stronunaasse bekannten Maasse 
im vollem Einklänge befinden. 

43. Wir betrachten nun einen einzigen unveränder- * *>/“*- 
liehen Strom von der Intensität V (wie wir bereits sagen joui«v d«. 

\ ® «a. jf«. 

aurleD). von to. 

Für diesen ist nach Gleichung 8: L = W. Die wäh- 
rend der Zeit dt geleistete Arbeit ist: Ldl = Wl'St; die in 
der Zeiteinheit geleistete Arbeit ist also Wl\ 

Wenn dieser Strom sonst keinerlei Arbeit leistet, muss 
dieselbe als Wärme auftreten. Wir nehmen nun als aus 
der Erfahrung gegeben an, dass unter diesen Umständen 
die erzeugte Wärme in Arbeitsmaass gemessen gleich toV* 
ist, wobei w eine Constante der Leituhgsbahn ist, welche 
wir den im magnetischen Maass gemessenen Widerstand 
nennen. Durch Messung der bei gemessener Stromiuten- 
sität in einem Leiter auflretenden Wärme kann derselbe 
immer experimentell bestimmt werden. Damit der obige 
Ausdruck hiermit im Einklänge sei, muss 
16) W=ml’, 



also die Gegenkraft der Bewegungshindemisse proportional 
der Stromintensität oder der Geschwindigkeit l' des An- 
triebspunktes sein. Es wäre passender, die Constante <a 
als den Widerstandscoefficienlen oder den Widerstand be- 
zogen auf die Stromeinheit zu bezeichnen, da er ja mit l' 
multiplicirt werden muss, um den thatsächlichen, von den 
Bewegungshiudernissen herstammenden Widerstand W zu 
liefern.^) Es ist aber üblich, co kurz als den galvanischen 
Leitungswiderstaud zu bezeichnen. 

44. Mit Rücksicht auf 15 liefert die erste Gleichung 
des vorigen Artikels 
— — — L — 07l', 

*) Eine ähnliche Bemerkung hat schon Hankel gemacht, sächs. 
Ge«. V. 14. Nov. 1889, S. 382; Wied. Ann. 1890, Bd. 39, S. 369. 



Ou€ts MCon- 
t*quenx un*t- 
rwr Annak- 
flätn. Mftung 

von L. 



Digitized by Google 




32 



Fünfte Vorlesung. 



[ 45 . 46 . 



WUUrttand 
am Modtll. 



6. Brfah- 
rung$$aU. 
Wid^rttand 
tm Ditlthlri“ 
cum. 



woraus in bekannter Weise L jedesmal experimentell be- 
stimmt worden kann. Wir sind also in vollster üeberein- 
stimmung mit der Erfahrung, wenn wir L als die elektro- 
motoi'iscbe Kraft, in magnetischem Maasse gemessen, definiren, 
und zwar ist L die äussere, durch galvanische Elemente, 
Thermoelektricität etc. gelieferte elektromotorische Kraft, 
während die elektromotorische Kraft der Induction durch 
das erste Glied der rechten Seite der beiden ersten Glei- 
chungen 12 dargestellt wird. 



Fünfte Vorlesung. 

Bewegungshindernisse im Dielektr icum. Zwei 
Stromkreise mit Condensatoren. Messung der 
übrigen Grössen. 



45. Wir kehren nun zu unserem Modelle zurück. Da- 
mit für dasselbe die Gleichung 16 gelte, müssen wir an- 
nehmen, dass der Widerstand W nicht von einer Reibung 
der obersten und untersten Röhre in ihren Lagern herrührt, 
sondern etwa von Windflügeln, die sich so in einem wider- 
stehenden Mittel bewegen , dass sie einen ihrer Geschwindig- 
keit proportionalen Widerstand Anden. Um aber vollkom- 
mene Allgemeinheit zu erzielen, muss hierzu noch ein an- 
derer Widerstand kommen. 

46. Wenn nämlich die Stromleitung irgendwo auf- 
geschnitten ist, und die beiden Enden mit den beiden Be- 
legungen eines Condensators verbunden sind, so lehrt die 
Erfahrung, dass dem Strome ein Widerstand entgegenwirkt, 
welcher der Ladung des Condensators proportional ist; diese 
ist wieder dem Integralstrome 

fl’dt = l 

proportional. Es muss also dann W noch ein zweites Glied 
ül enthalten, wobei & eine neue Constante ist, deren reci- 
proken Werth wir als die im magnetischen Maasse gemes- 
sene Capacität des Condensators bezeichnen. 
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Am Modelle könnte dieser Widerstand in folgender 
Weise dargestellt werden. Wir denken uns das eine Ende 
A einer elastischen Schnur an dem obersten resp. untersten 
Rohre, dessen Querschnitt in Fig. 6 durch den grossen Kreis 
dargestellt ist, das an- 
dere Ende (im unaufge- 
wickelten Zustande ohne 
Spannung) an einem in 
gewisser Entfernung be- 
findlichen Fixpunkte B 
fest gemacht. Die ela- 
stische Schnnr länft un- 
mittelbar am Rohre rei- 
bungslos zwischen zwei sehr kleinen Rollen hindurch. Bei 
Drehung des Rohres wickelt sie sich auf dasselbe auf und 
übt vermöge ihrer Spannung auf das Rohr eine der Drehung 
entgegen wirkende Kraft aus, welche dem Drehungswinke] 
proportional ist. 

47. Es muss hier bemerkt werden, dass durch Ein- 
iühnmg des Widerstandes &l die Bewegung aufhört im 
strengen Sinne cyklisch zu sein, da ja die Aufwindung der ela- 
stischen Schnur auf die Axe kein cyklischer Vorgang ist; allein 
da ausser diesem Vorgang alle übrigen Bewegungen cyklisch 
sind und genau so verlaufen , wie sie bei blossem Vorhanden- 
sein des Widerstandes a»l‘ sich abspielen, so kann wohl kein 
Zweifel bestehen, dass unsere Gleichungen anwendbar bleiben. 

Dieselbe Annahme muss natürlich auch für die EUektri- 
citätsbewegung in Dielektricis gemacht werden. Diese ist 
selbsverständlich wieder eigentlich nicht cyklisch, da sie nur 
kurze Zeit in gleich gerichtetem Sinne bestehen kann, wenn 
nicht das Dielektricum unendlich stark polarisirt werden soll. 
Allein wir nehmen an, dass sowohl die Bewegung im Innern 
des Dielektricums als auch die dadurch erzeugte Bewegung 
im umgebenden Äether (nur wShrend kürzerer Zeit) genau so 
geschieht, wie sie in einem Leiter dauernd in vollkommen 
cyklischer Weise vor sich geht. Es wird dies zur Folge 
haben, dass mit Ausnahme des veränderten Ausdrucks fbr W 
auf beide Fälle dieselben Gleichungen anwendbar sind. 

Boliimanii, VorlMungaa. g 
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Fttnfte Vorleaung. 



f48. 



aieici^e» 48. Nehmen wir an, es seien sowohl an der oberen 
(riMkn o*. als auch an der unteren Röhre sowohl WindäUgel als auch 
cMatiimtn. elastische Schnur befestigt, so lauten die Bewegungs* 
gleichuugen unseres Systems: 



16) 



2 'a* 2 5* *a* ■ - 



Genau dies sind auch die Gleichungen für 2 Strom- 
kreise mit den Stromintensitäten i\ und und den Wider- 
ständen Q)j und (u,, wenn in jedem derselben ein galvani- 
sches Element von der elektromotorischen Kraft resp. 
Lf und ein Condensator von der Capacität 1 : resp. 1 : 

eingeschaltet ist^) A, B sind die Selbst-, C der wechsele 
seitige Induktionscoefficient der Stromkreise. Es muss als 
ein Vorzug der Max well’schen Theorie bezeichnet werden, 
dass wir diese für die Praxis so wichtigen Gleichungen, 
welche sonst erst als Oonseqnenz der gesammten Theorie 
der Elektrodynamik und Induktion auftreten, gleich zu An- 
fang aus den wenigen beigezogenen Elrfahrungsthatsacheu 
und Hypothesen erhalten. Die grosse logische Schärfe der 
Max well’ sehen Theorie äussert sich eben darin, dass wir 
nicht alle Erfahrungsthatsachen auf einmal voranzustellen 
brauchen, sondern jedesmal bei BUnzuziehung einer neuen 
Thatsache sogleich alle Resultate gewinnen, welche sich aus 
den bisher beigezogenen Erfahrungsthatsachen überhaupt 
folgern lassen. 

Die Gleichungen 16 könnten mit der grössten Leich- 
tigkeit auf ein System von mehr als 2 Stromkreisen aus- 
gedehnt werden, sie erschöpfen dann vollständig die Theorie 
der Selbstinduktion, wechselseitiger Indijiktiun und elektro- 
dynamischer Wechselwirkung, so lange die Stromschwan- 



') Thomson, phil. msg. (4), 5, S. 39S; Helmholtz, Pogg. Ann. 
88 , 8. 505, 91, S. 258, 427; Wiedemann, Lehre von der Elektr. 
IV. Bd. S. 186. 
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kungen so langsam sind, dass die Stromintensität zu einer 
gegebenen Zeit in allen Längen- und Querschnittelementen 
je eines geschlossenen Stromleiters gleich vorausgesetzt 
werden kann. Um sich aber von dieser Beschränkung frei 
zu machen, um die Abhängigkeit der Coefficienten A, B, 0 
von den Abmessungen der Drähte, endlich um die Elektri- 
citätsbewegung in körperlich ausgedehnten Leitern zu finden, 
ist die Zuziehung weiterer Erfahrungsthatsachen erforderlich, 
welche wir auf eine spätere Vorlesung verspüren wollen. 

49. Die vollkommene Identität der Gleichungen für 

^ ^ des ModeUa 

unser mechanisches System mit denen für 2 Stromkreise, •» 
ist keineswegs etwa eine bloss zufällige, sondern vielmehr 
eine im Wesen begründete, da ja sowohl unser mechanisches 
System als auch die beiden Stromkreise nach unserer Vor- 
aussetzung genau derselben Eiasse von Mechanismen an- 
gehören, wenn auch HUlfsmittel und Form der Ausführung 
die denkbar verschiedensten sind. Aus dieser Identität des 
mechanischen Grundtypus ist auch die völlkommene Analogie 
zwischen dem Ablaufe der elektrischen Oscillätionen und 
der Bewegung höchst einfacher Mechanismen z. B. ge- 
dämpfter Pendel erklärlich. 

Natürlich ist der Mechanismus der elektrischen Ströme 
nicht nur vollständig von solchen einfachen Mechanismen 
verschieden, sondern auch uns vollkommen unbekannt; wir 
haben also hier eigentlich die Theorie einer Bewegung auf- 
zustellen, deren Mechanismus uns ganz unbekannt ist, ja Btvttmg. 
vielleicht in einer uns noch ganz unvorstellbaren Weise von 
allen Mechanismen abweicht, die wir aus festen Stangen, 
incompressibeln oder elastischen Flüssigkeiten, fernwirkenden 
Anziehungscentren u. s. w. construiren können. 

Deshalb sind wir gezwungen, andere uns bekannte 
Mechanismen zur „dynamischen Illustration“ nebenher zu 
betrachten, und wir sind überzeugt, dass alles, was noth- 
wendige Consequenz der Grundgleicbungen der Mechanik 
ist, nicht bloss von unseren Modellen, sondern ebenso auch 
von dem elektrischen Mechanismus gelten wird. 

So fremdartig daher auch die Theorie einer Bewegung 
erscheint, von der wir keine Vorstellung haben, so habe ich 

8 * 
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doch schon am Ende der zweiten Vorlesung erörtert, dass 
der Unterschied zwischen der Methode unserer Theorie und 
der vieler älteren Theorien vielleicht bei weitem nicht so 
gross ist, als es auf den ersten Anblick scheinen mag. 



Es wäre einladend, sofort die praktische Anwendung 
der Gleichungen 16 in allen Details zu diskutiren und so 
auch die speciellen Anwendungen in unsere Vorlesungen auf- 
zunehmen, damit gerade dem Praktiker das Studium der 
alten Theorien, welche für den Theoretiker immer von 
grossem Interesse bleiben werden, ganz erspart bleibe. 
Allein dies ist hier nicht meine Absicht, ich muss also be- 
züglich der praktischen Anwendung auf die alten Lehrbücher 
verweisen; nur wenige für unsere Theorie unentbehrliche 
Anwendungen dieser Gleichungen sollen hier gemacht werden. 
Zuvörderst soll die Gleichung, welche das Princip der Elr- 
haltung der Arbeit ausdrUckt, aus den Gleichungen 16 ab- 
geleitet werden. 

50. Die Arbeit, welche durch die äusseren elektro- 
motorischen Kräfte, wSbrend der Zeit St in das System 
hinein gesteckt wird, ist: 

d 0 = Lj dlj -f- L, dlj = (L, l\ + V,) St. 

Am Modelle ist dies die Arbeit, welche geleistet wird, 
während sich die beiden Kurbeln in der Zeit St um die 
Winkel Sl^ und Sl^ mit den Winkelgeschw'indigkeiten l\ und 
drehen und darauf die Kräfte Lj und Lj in der Bewe- 
gungsrichtung derselben wirken. 

Substituirt man hier für und £, deren Werthe aus 
den Gleichungen 16, so erhält man eine Anzahl van Glie- 
dern, welche wir jetzt der Reihe nach aufzählen und durch 
dem SQ beigefügte Indices unterscheiden wollen. Die mit 
den Faktoren a behafteten Glieder liefern: 

17) SQ,^{(o,l\» + cj^l\*)St. 

Diese Arbeit wird beim Modelle an den WindflUgel 
in Wärme umgesetzt und ist beim elektrischen Strome die 
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Joule’sche Wärme. 
Gliedm- liefern; 



18) 



Die mit den Faktoren & behafteten J»f vuuk- 

triiinmf mr~ 
brmuJUt Ar^ 
Mt. 






®i — ‘ii* Gegenkräfte der 

dielektrischen Polarisation. Diese Arbeit wird im Modelle 
auf Spannung der elastischen Schnüre, beiden elektrischen 
Phänomenen auf Erzeugung dielektrischer Polarisation ver- 
wendet. 

Die Gesammtsumme, welche alle ilbrigeu Glieder liefern, 
kann als die Summe zweier Ausdrücke d Q, und d Q. dar- 

* • b9U. 

gestellt werden, indem man setzt: 



19) 






^d J + SB -I- l\ l\ SC 



-2('^ 



dA , /'/ dB , ,, ,, dC\ 
öifc 2 ök dk ) 



Sk. 



Dies ist am Modell derjenige Betrag der durch die 
Kurbeln in das System hineingesteckten Arbeit, welcher 
auf Hebung der an den drei Fäden angehängten Lasten bei 
Verschiebung der drei Massen w»,, »i, verwendet wird; 
bei elektrischen Strömen derjenige Theil der von der 
Batterie gelieferten Energie, welcher bei sichtbarer Massen- 
bewegung die zur üeberwiudung der ponderomotorischen 
Kräfte erforderliche Arbeit leistet. Endlich setze man: 



20) SQ^ = ST, 

wobei; 



EUkirokinp’ 
UtcK» Entr- 
9U. 



(T=^A + ffB + l\l',C 

1 - 4 (''. 1 ^+''. «^) 

am Modelle die lebendige Kraft der drei Massen , «n,, 
m,, bei den elektrischen Phänomenen aber die lebendige 
Kraft derjenigen Bewegirng ist, welche in ihrer Gesammtheit 
den elektrischen Strom ausmacht und theils im durchströmten 
Drahte, theils im umgebenden Medium ihren Sitz hat. Wir 
wollen sie als die elektrokinetische Energie bezeichnen. 
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Wissen wir auch weder über das Bewegte noch über die 
Art der Bewegung irgend etwas, so wissen wir doch, dass 
die lebendige Kraft dieser Bewegung einen bestimmten end- 
lichen Werth hat, den wir in einem vorliegenden Falle be- 
rechnen können, der bei Entstehung des Stromes aus der 
chemischen Energie des galvanischen Elementes oder aus an- 
deren uns bekannten Arbeitsquellen entnommen und beim 
Verschwinden des Stromes wieder in Wärme oder andere uns 
bekannte Energieformen zurückverwandelt wird. Dies wird 
noch klarer an den speciellen Fällen, zu denen wir jetzt 
übergehen wollen. 

von 51. Sei nur ein Stromkreis ohne Condensator vorhanden, 
seine Gestalt und die Lage etwa in der Nähe befindlicher 
Eisenmassen sei unveränderlich; dann liefern die Gleichungen 
16 für denselben; 

L = A 4r + w l'- 

at 

Haben wir zu Anfang einen gegebenen constanten 
Strom und lassen zur Zeit Null plötzlich die elektro- 
motorische Kraft aufhören, so dass dann I/ = 0 wird, so folgt: 




Die Elektricität bewegt sich also wie eine träge Masse 
bei einem der Geschwindigkeit proportionalen Widerstand 
z. B. eine in einer Röhre strömende Flüssigkeit, nur dass 
ihi’e gesammte Trägheit auch von der Gestalt des Strom- 
leiters abhängt, namentlich durch spiralige Aufwicklung des- 
selben bedeutend vermehrt wird, was in dem Umstande be- 
gründet ist, dass das umgebende Medium an der Bewegung 
participirt. Natürlich muss sich, wenn die Bewegung der 
Elektricität aufgehört hat, deren anfängliche elektrokinetische 
Elnergie A. (f“)*: 2 (nach Gleichung 21) ihWänne verwandelt 
haben. In der That hat die erzeugte Wärme; 

. . ' 

(vergl. Gleichung 17) diesen Werth. 
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Experimentell kann am leichtesten durch den Impuls 
auf einen anderen hekannten Strom oder einen permanenten 
Magnet das Integral: • 



CO 




*0 



bestimmt werden und hieraus kann, da l'“ und tu ebenfalls 
experimentell bestimmbar sind, A gemessen werden. 

Wäre auch ein Coudensator in der Strombahn, so be- «« 

käme man nach Aufhören der elektromotorischen Kraft die 
Gleichung: 

AZ" + =0, 

welche auch iilr die Schwingungen einer gedämpften Mag- 
netnadel gilt. Nach dieser Gleichung wurden alle bisher 
beobachteten elektrischen Oscillationen von Feddersen bis 
Hertz') berechnet. Dieselbe kann zur experimentellen Be- 
stimmung von dienen, wobei wir noch das Produkt 
Z'<; wenn darin Z' = 1 undz = 1 ist, vorläufig die magnetisch 
gemessene Elektricitätsmenge 1 nennen, natürlich ohne uns 
dabei weiter etwas au denken. 

52. Es seien nun wieder zwei Strombahnen von un- vwiay «m 
veränderlicher .Gestalt gegeben; zu Anfang der Zeit sollen 
darin die Stromintensitäten Z'j* und Z'j“ bestanden haben. 

Da hören plötzlich die äusseren elektromotorischen Kräfte 
auf und es wird daher: 



22 ) 



dt ^ dt 

/~r dZ t I jj dl ^ 



-t- ojjZ'j = 0, 

-f- <a,Z', = 0. 



Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 



') Kirchhoff, Ueber die Beweg, d. El. in Drähten. Pogg. Ann. 
Bd. 100, S. 198, 351, 1857. Schiller, Pogg. Ann. 152, S. 585, 1874. 
L. Lorenz, Wied. Ann. 7, S. 161, 1879. Colley, Wied. Ann. 26, 
S. 482, 1885, 28. S. 1, 1886. Bieke, Wien. Ac. 96, S. 134, 1887. 
Oberbeck, Wied. Ann. a. a. Bd. 21, S. 189, 1884. Lodge, Ueber 
Inductionswaage, phil. mag. Febr.'1880. Lodge, Hertzeche Schwin- 
gpingen. Lond. phys. «oc. Bd. 10, S. 150, 1889. Lecher, Wien. Ac. 
Bd. 99, S. 857, 1890. 
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Astdtrt Schale 
von 

Cond, ttind 
WUUntattd. 



Ki\»+ - d(4^i*+ + ci\i \) . 

Die linke Seite ist die während dt entwickelte Wärme ; 
dieselbe wird also bloss auf Kosten der gesammten elektro- 
kinetischen Energie erzeugt und ist gleich der Abnahme 
der letzteren während derselben Zeit, 

Tntegrireu wir die letzte der Gleichungen 22 bis zu 
einer sehr späten Zeit, zu welcher , l\ die Werthe l\‘, 
haben sollen, so erhalten wir: 

^V) + 

Um C zu bestimmen erhalten wir anfangs durch längere 
Zeit l\ constant gleich während im zweiten Stromkreise 
keine elektromotorische Kraft wirkt, so dass i',® = 0 ist. 
Dann entfernen wir plötzlich auch aus dem ersten Strom- 
kreise die elektromotorische Kraft und bestimmen experi- 
mentell den Integralstrom im zweiten Stromkreise J l\dl 
über eine genügend lange Zeit erstreckt. Da nach einer 
solchen jedenfalls beide Ströme anfhören, so ist l\‘ = 

= 0 also: 

Gl i 2 

woraus C experimentell bestimmt werden kann. 

Da wir nun auch • alle Constanten experimentell be- 
stimmt haben, so herrscht über die Gleichungen volle 
Klarheit. Alle diese Consequenzen können daher schon 
aus den wenigen bis jetzt zugezogenen Tbatsachen und 
Hypothesen abgeleitet werden. 

53. Die Gleichungen 16 gelten, falls 
Condensator und Widerstand hintereinan- 
der in die Stromleitung eingeschaltet sind, 
wie Fig. 7 zeigt. Es ist dies die prak- 
tisch weitaus am häufigsten angewendete 
Schaltung; doch sind andere Schaltungen 
offenbar nicht ausgeschlossen. Es könnten 
z. B. in jedem Zweige Condensator und Wi- 
derstand nebeneinander geschaltet sein 
(Fig. 8). Daun hätte man eigentüch vier 
separate Zweige und es könnte die Strom- 



Fig. 7. 
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stärke, wenn die Capacität des Condensators eine sehr 
grosse ist, in allen vier Zweigen verschieden sein. Doch 
erhält man in verschie- 
denen speciellen Fällen 
Gleichungen von der- 
selben Einfachheit, z. B. 
wenn in der Leitung 
von der Batterie zum 
Condensatorlnduktions- 
coäfficient. Widerstand 
und Capacität ver- 
schwinden. Bezeichnet 
man dann mit l\ und 
die Stromstärken in 
den Zweigen , welche 
die Widerstände ent- 
halten und wo die elek- 
tromotorischen Kräfte 
der Induktion wie zahl- 
reiche, in je eine Windung eingeschaltete galvanische Ele- 
mente von kleiner elektromotorischer Kraft wirken, mit 
und n, die Condensatorladungen , und mit , L, die elek- 
tromotorischen Kräfte der Ketten, so wird: 

Eine noch complioirtere Schaltung stellt Fig. 9 dar, in 
welcher bloss die gerad gebrochen gezeichneten Leitungen 
mit den Stromstärken m\ und erheblichen Widerstand 
(u,; bloss die spiralig gezeichneten, mit den Stromstärken 
l\ und l\ erhebliche Selbst- und Wechselinduktionscoeffi- 
(denten Ä, B, G haben sollen, n^, n, sollen wieder die 
Ladungen der Condensatoren sein, und es kann ohne Be- 
einträchtigung der Allgemeinheit angenommen werden, dass 
bloss in den geradgebrochenen Leitungen und in den Lei- 
tungen zum Condensator galvanische Elemente, in ersterer 
von den elektromotmischen Kräften Afj, Jl/j, in letzterer von 
JVj, eingeschaltet sind. Daun gelten die Gleichungen: 



Fig. 8. 




Fig. 9. 
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>/ * I * 

• / , = r» j + n j. 

Die Gleichungen für den zweiten Stromcomplex können 
hier wie oben der Symmetrie gemäiss gebildet werden, da 
derselbe genau wie der erste beschatfen ist. 

Am Modelle würden Gleichungen von der Form der zuletzt 
entwickelten gelten, wenn sich sowohl um die oberste als auch 

unterste Röhre eine Schnur 
aufwickeln würde , welche 
die Axe je einer beweglichen 
Rolle trügen. Um diese liefe 
eine zweite Schnur (Fig. 10). 
Auf das eine Ende dersel- 
ben w'irkte die äussere Kraft 
, deren Zug sich eine 
elastische Feder entgegensetzte; auf das andere die äussere 
Kraft ifj und ein der Geschwindigkeit des Schnurendpunkts 
proportionaler Widerstand. Um die Bedingungen auch für 
negative m' und n zu erfüllen, müssten die Schnüre auch 
unzusammenschiebbar sein. 




Fig. 10. 

^ ■ 






Sechste Vorlesung. 

Praktische Ausführung der Modelle. 



.04. Durch Aenderung von oder am Modell werden 
nur die Selbstinduktionscoeflicieiiten A und B verändert. 
Bei Veränderung von r, aber verändert sich nicht bloss 
der wechselseitige InduktionscoSfhcient C, sondern auch 
gleichzeitig A und B, da ja das mittlere Rohr von jedem 
der anderen mitbewegt wird. Es ist wünschenswerth, drei 
Antriebspunktc so herzusteUen, dass bei alleiniger Bewegung 
des ersten nur A, daher nur jj, bei alleiniger Bewegung 
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des zweiten nur B, daher nur r,, bei alleiniger Bewegung 
des dritten nur G wächst; bei alleiniger Bewegung des 
dritten muss daher r, wachsen, dagegen und rj so ab- 
nehmen, dass »"j* -f- rj* und r,* + constant bleibt. 

Es kann dies durch folgenden Mechanismus erreicht 
werden. In einem ebenen Messingbleche seien zwei auf- 
einander senkrechte in Figur 11 punktirte gerade Schlitze, 
die sich im Punk- 
te D schnei- 
den; darauf lie- 
gen zwei der 
Länge nach auf- 
geschiitzie Line- 
ale. Das Scheib- 
chen C ist an 
einem kurzen 
Stifte befestigt, 
der durch kleine 
Lftcherbeider Li- 
neale hindurch- 
gehl, und im vertikalen Schlitze des Bleches beliebig gleiten 
kann. An diesem Scheibchen ist der mitWj verbundene Faden 
befestigt; es dient als dritter Angriffspunkt und seine Distanz 
vom Punkte D heisse x. 

Die beiden Scheibchen A und B gleiten sowohl im 
horizontalen Schlitze des BlechOs als auch in je einem 
Schlitze eines Lineales. Daran seien die beiden Fäden, 
welche zu den Massen tn^ und wi, ftlhren, in der aus der 
Figur ersichtlichen Weise befestigt; sie gehen zuerst vom 
Scheibchen in der Richtung des horizontalen Schlitzes des 
Blechs fort, dann über eine am fixen Bleche befestigte 
Rolle, dann über je eine zweite ganz nahe am zuerst be- 
sprochenen Faden befindliche Rolle und endlich parallel 
diesem vertikal aufwärts. 

Sind die Längen der Fäden so regulirt, dass jede 
Masse m gerade in die Axe der drei Röhren zu liegen 
kommt, wenn das betreffende Scheibchen nach D gelangt) 
so sind die Bedingungen erfüllt: r,* + r,* = At-* und 



Fig. 11. 
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r^*+r^*=BC*. Es ist also nur noch ein Mechanismus noth- 
wendig, welcher gestattet, bei unveränderter Lage des 
Punktes C die Längen .iC'und BC zu ändern und umgekehrt 
bei Constanz dieser Tiängen den Punkt C zu verschieben. 

Dies kann so realisirt werden: Vor dem beschriebenen 
Bleche befindet sich ein zweites paralleles und parallel zu 
sich selbst verschiebbares in der Distanz x vom ersten 
Bleche. Am Scheibchen C ist eine in die Richtung des 
Schlitzes des Lineales AC fallende nicht ganz bis A rei- 
chende und eine zweite senkrecht zu den Blechen uach 
vom zu liegende nicht ganz bis zum zweiten Bleche rei- 
chende sehr enge Röhre befestigt. Vom Scheibchen A geht 
eine dritte Röhre aus iu der Richtung A C, die in die erste 
etwas hineinragt. Vom zweiten Bleche aber eine vierte 
Röhre, die wieder in die zweite etwas hineinragt. Die 
vierte Röhre ist am Bleche so befestigt, dass sie stets senk- 
recht dazu bleiben muss, sich aber beliebig parallel zu sich 
selbst verschieben kann. Durch alle vier Röhren geht ein 
biegsamer aber weder ausdehusamer noch zusammenschieb- 
barer Faden, dessen eines Ende am Scheibchen A befestigt 
ist, dessen anderes aber gezwungen ist in der Ebene des 
zweiten Bleches zu liegen. Genau so ist das Scheibchen B 
mit einem hinter dem ersten Bleche in der Distanz y davon 
befindlichen dritten Bleche verbunden, x, y, » sind die 
Variablen, von denen jede nur einen Induktionscoefticienten 
ändert; x, y je einen Selbstinduktionscoefficienten; ver- 
ändert sich dagegen bei constantein x und y nur x, so 
ändert sich bei constanteu Selbstiuduktionscoelficienten nur 
der wechselseitige Induktionscoefficieut. 

Sind alle drei Röhren in Drehung begriffen, so wirkt 
daher auch auf die Variable x nur die l\* proportionale 
Kraft, auf die Variable y nur die proportionale, endlich 
auf * nur die dem Produkte l\ l\ proportionale Kraft. 
Auf X wirkt also keine Kraft, wenn sich nur das obere 
oder nur das untere Rohr dreht. 

65. Diese idealen Modelle genügen vollständig unseren 
Zwecken; sie sollen ja bloss zur Veranschaulichung nicht 
zur experimentellen Prüfung der abgeleiteten Sätze dienen. 
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Trotzdem wirkt auch hier mächtig der Drang nach realer 
Existenz. Es beschreibt Lord Ray leigh*) einen zu diesem 
Zwecke dienenden sehr einfachen Apparat, an welchem je- 
doch die Parameter nicht verändert werden können, was 
für uns gerade sehr wesentlich ist. Derselbe erwähnt auch 
einen Apparat des Laboratoriums zu Cavendish, der mir 
leider unbekannt ist. Ich liess zu gleichem Zwecke einen 
Apparat construiren, der wie ich glaube 
allen Anforderungen genügt. 

Ich beschreibe zunächst einen Apparat, 
welcher ein monocyklisches System darstellt. 

Eine cylindrische Röhre B, Fig. 12, in der 
ein cylindrischer Stab A steckt , ist von 
einem Ringe 0 umgeben, der mit zwei Schrau- 
ben D mit dem Stabe fest verbunden ist. Die 
Schrauben gehen durch passende Schlitze der 
Röhre. Die Fig. 12 ist ein Querschnitt. Der 
Ring ist von einem beweglichen Hohlringe E um- 
schlossen und dieser von einer zweiten der 
ersten coaxialen Röhre F. Der Hohlring trägt 
zwei vis-ä-vis liegende kleine Zapfen m, die 
wieder durch passende Schlitze der äusseren 
Röhre F bindurchgehen. Ist die innere Röhre 
fest und rotirt die äussere, so rotirt also der Hohlring mit, 
der massive, an der Stange befestigte nicht. Ohne die Ro- 
tation zu stören, können durch Aus- 
nnd Einschieben der Stange die Zapfen Fig- 13. 

dabei auf- und ahbewegt werden. Sie 
sollen deshalb die verschiebbaren Za- 
pfen heissen. 

Die äussere Röhre trägt noch zwei 
fixe Zapfen v. Je ein fixer und ein be- 
weglicher Zapfen aber tragen die bei- 
den vis-ä-vis liegenden Ecken (in Fig. 13 
wieder mit u und v bezeichnet) eines Parallelogramms, das 
ganz wie der Centrifugalregulator einer Dampfmaschine ein- 



'J PhyB. Soc. of London Volum. 10, p. 484. November 1890. 
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gerichtet ist. (In Fig. 13 in der Seitenansicht gezeichnet.) Die 
Ebenen beider Parallelogramme sind parallel der Röhren- 
axe and auch zu einander und stehen um die Rohrdicke 
ab. Beide Parallelogramme tragen an beiden Enden je 
eine Masse m und m', so dass also diese Massen ohne 
Störung der Rotation gehoben und gesenkt werden können. 
Dieser Apparat wurde nur ganz roh zur Erläuterung eines 
Bestandtheiles des Nachfolgenden ausgefährt, da die mit 
ihm auszufiihrenden Experimente nicht von Belang sind. 

56. Wir brauchen nur drei derartige Apparate nach Art 
der Fig. 4 Art. 39 zu koppeln, so erhalten wir ein Bycikel, 
von dem Fig. 14 einen Durchschnitt und Fig. 15 eine per- 
spectivische Zeichnung zeigt. In Figur 14 ist, um Platz 
zu sparen, nur das mittlere Drittel gezeichnet. 

Das Stahlrohr B geht durch den ganzen Apparat und 
ist oben und unten getragen. Dasselbe wird durch zwei 
fixe darüber gesteckte kurze Rohrstücke 0 in drei gleiche 
Theile getheilt. Um jeden dieser Theile rotirt ein beweg- 
liches Messingrohr F, Die Reibung des obersten und un- 
tersten stellt die Kräfte und dar, wenn sie freilich 
auch ein anderes Gesetz befolgt. Zwischen dem mittleren 
dagegen und den beiden kurzen Rohrstüoken, sowie zwischen 
dem später zu beschreibenden fixen und rotirenden Ring im 
Innern dieses Rohres sind behufs möglichster Verminderung 
der Reibung Friktiouskugeln K eingefügt, wie sie bei den 
Fahrrädern der Bycikbsten üblich sind, um doch in einer 
Hinsicht der Namensvetterschaft der beiden Vorrichtungen 
gerecht zu werden. Durch das StahKohr B geht ein Stab 
A, welcher mit drei über das Stahlrohr gesteckten auf- und 
abschiebbaren , aber nicht drehbaren Ringen C (in Fig. 14 
nur der mittlere sichtbar) verbunden ist. Zwischen jedem 
derselben und dem ebenfalls am Stabe befestigten Stift S 
läuft je ein drehbarer Ring E, welcher den einen Befesti- 
gungspunkt u des Centrifugalregulators trägt. Der nicht 
drehbai'e Ring C und der Stift S zusammen entsprechen 
dem in Figur 12 mit G bezeichneten Ringe. Sonst be- 
zeichnen gleiche Buchstaben in Figur 12 und 14 auch ent- 
sprechende Bestandtheile. Der Stift S und die Verbindungs- 
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schraube zwischen Ä und C gehen natürlich durch einen 
passenden Schlitz des Rohres B. Der unterste drehbare 
Ring und der Zapfen (um 90 Grad verdreht v\) der un- 
tersten beweglichen Röhre tragen, ebenfalls genau wie 
in Figur 12 und 13, zwei Centrifugalregnlatoren ; ebenso 
oben. An dem Zapfen u (oder u', letzteres stellt eine 
um 90 Grad verdrehte 
Lage dar) des mittleren *’'K- 

drehbaren Ringes E und 
V des mittleren beweg- 
lichen Rohres P aber ist 
ein anders beschaffe- 
ner Centrifugalregulator 
befestigt. Die Centri- 
fugalregulatoren sind in Figur 14 in zwei Lagen punktirt. 
Der mittlere derselben trägt viermal so grosse Massen und 
die Arme, welche die Massen tragen, sind senkrecht an den 
Armen des Parallelogramms befestigt. (Siehe Figur 16, wo 
immer gleich punktirte Linien ein fest verbitndenes System 
von Stangen darstellen.) Bei Annäherung der Zapfen 
nähern sich daher die Massen der Axe. Zapfen u geht 
natürlich durch einen Schlitz des Rohres F. Man sieht 
leicht, dass dieser Mechanismus so beschaffen ist, dass r, 
abnimmt, wenn r, und r, wachsen, und zwar erfüllt er die 
Bedingung; 

Tj* -|- r,* = r,* -f rg* = coust. 

Durch Senken der centralen Stange wird r,, daher auch C 
vergrössert, ohne dass B und A sich ändern. Dies ent- 
spricht der Vermehrung des wechselseitigen Induktions- 
coefficienten; also, wenn die obere und untere Röhre zwei 
Stromkreise darstellen, der Annäherung derselben. Auf 
zwei andere Antriebspuukte, durch welche die Selbstinduk- 
tionscoefficienten geändert werden könnten, wurde verzichtet. 

An der oberen und unteren Röhre ist je ein horizontales 
Zahnrad, an der mittleren sind mittelst der Schrauben p 
zwei Stangen P befestigt, welche je ein vertikales Zahnrad 
tragen. Die vertikalen Zahnräder greifen mit einer koni- 
schen Verzahnung in die beiden horizontalen Zahnräder ein. 
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Die Verzahnungsstellen sind in Fig. 14 mit Z bezeichnet. 
Durch diese Verzahnung wird derselbe Effekt wie in Fig. 4, 
Art. 39 durch Reibung der drei Scheiben erzielt. Die Zapfen 
w dienen bloss, um die Centrifugalregulatoren bei Versuchen, 
wo ihre Winkel nicht geändert werden, auch an den Röhren 
F direct befestigen zu können. 

Die untere bewegliche Röhre F, trägt (in Fig. 14 nicht 
sichtbar) eine, die obere F, zwei horizontal liegende Rie- 
menscheiben. Seitwärts steht eine zweite parallele vertikale 
Axe, durch eine Kurbel drehbar, mit drei Riemenscheiben, 
welche nach Wunsch an die Axe geklemmt und losgemacht 
werden können. Eine ist mit der Riemenscheibe der unteren 
Röhre, die beiden anderen mit den beiden Riemenscheiben 
der oberen Röhre, jedoch so verbunden, dass sich oben das 
eine Paar gleichsinnig, das andere entgegengesetzt dreht. 

saptrit»nxt 57. Mit diesem Apparate können folgende Experimente 

m« r«a- a » i t 

(en mcyiut ausgeiuhrt werden: 

1. Man treibt bloss das untere Rohr; so lange die Ge- 
schwindigkeit wächst, dreht sich das obere entgegengesetzt; 
bei constanter Drehung des unteren steht das obere still; 
nimmt die Geschwindigkeit ab, so dreht sich das obere 
gleichsinnig. Diese Wirkung ist grösser, wenn die centrale 
Stange ganz unten als wenn sie oben ist. 

2. Das untere Rohr wird mit constanter Geschwin- 
digkeit angetrieben, oben sind beide Riemenscheiben nicht 
geklemmt. Schiebt man die Stange rasch nach abwärts, 
vermehrt also den wechselseitigen Induktionscoefficienten, 
so dreht sich das obere Rohr entgegengesetzt; schiebt man 
die Stange aufwärts, so dreht es sich gleichsinnig wie das 
untere Rohr. 

3. Dreht man das obere und untere Rohr in gleichem 
Sinne, so wird die centrale Stange nach abwärts gezogen, 
was einer Vermehrung der Selbstinduktion, also einer An- 
näherung der beiden Stromkreise entspricht. 

4. Dreht man das obere und untere Rohr entgegen- 
gesetzt, so wird die Stange hinaufgezogen. 

58. Dieser Apparat wurde von dem Mechaniker Herrn 
V. Gasteiger in Graz in vorzüglicher Weise ausgeführt 
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und die Experimente an demselben gelingen vollständig; für 
die Werkzeichnungen und manche Hilfeleistung bei der 
Construktion bin ich Herrn Privatdocenten Dr. Paul Czer- 
mak in Graz, fUr die Beihilfe bei einigen nachträglichen 
Veränderungen und die Anfertigung sänuntlicher Zeich- 
^ uungen und Photographien für das vorliegende Buch Herrn 
Dr. Fomm, Assistenten der Physik in München zu Danke 
verpflichtet. 



Siebente Vorlesung. 

Polycykel. Begriff des Momentes. 



59. Um die Abhängigkeit des Induktionscoefficienten 
von den Abmessungen der Stromkreise zu finden, müssen 
wir natürlich jedes Iiängenelement eines solchen als ein 
kleines Monocykel, um die Strömung der Elektricität durch 
räumlich ausgedehnte Körper zu finden, jedes Volumelement 
als ein selbständiges Individuum , in welchem eine cy- 
klische Bewegung stattfindet, betrachten. 

Könnten wir dies in mechanischen Modellen zum Aus- 
drucke bringen, könnten den ganzen Baum mit kleinen 
Modellen von der Natur der soeben betrachteten fiülen und 
die Wechselwirkung aller überblicken; Wir könnten uns 
ein anschauliches Bild aller elektrischen und magnetischen 
Phänomene machen. Allein einen derartigen Mechanismus, 
von dem der in Maxwell’s ersten Arbeiten angenommene, 
in sechseckige Zellen getheUte Aether eine Idee giebt, in 
Messing auszuiühren oder sich in der Vorstellung klar zu 
veranschaulichen, wäre gleich unmöglich. Hier verlassen uns 
alle Hilfsmittel bis auf die Analysis. 

60. Wir betrachten also jetzt das allgemeinste cyklische 

System, in welchem die Position aller Massentheilchen durch 
V -f- 1 cyklische Variablen l, ... ly und beliebige 

langsam veränderliche Parameter . . . k, bestimmt ist. 

Boltsmano, Yorleflangeii. 4 
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Der einfachste derartige Fall ist der, dass wir uns an Stelle 
der früher betrachteten zwei, jetzt r + 1 Stromkreise 
denken und wieder annehmen, dass die Schwankungen der 
Stromintensität so langsam vor sich gehen, dass in jedem 
einzelnen derselben zu jeder beliebigen Zeit die Stromdichte 
für jedes Längen- und Querschnittselement gleich voraus- 
gesetzt werden kann. Allein wir haben auch noch den 
allgemeineren Fall zu betrachten, dass die Stromintensität 
von Element zu Element wechselt. Es treten dann an Stelle 
der geschlossenen Stromkreise die einzelnen Stromelemente 
und l', l\, l\ . . . l'r »ind die Stromintensitäten in den ver- 
schiedenen Elementen. 

61. Ereilich kann streng genommen wieder in einem 
einzigen Elemente unabhängig von allen anderen eine cy- 
klische Bewegung dauernd nicht bestehen; nur verschwindend 
kurze Zeit ist die Elektricitätsbewegung in einem Strom- 
elemente unabhängig von den umgebenden Elementen möglich. 
Allein gerade so, wie wir von einem Dielektricnm annahmen, 
dass daselbst durch kurze Zeit eine wesentlich gleiche Be- 
wegung stattfinden kann, wie sie im Leiter dauernd besteht, 
so wollen wir voranssetzen , dass auch bei rasch veränder- 
lichen Strömen die Bewegung in jedem Elemente noch den- 
selben Charakter hat, dass wir also auch auf sie die Glei- 
chungen anweuden können, die wir für geschlossene Ströme 
fanden. Genau genommen geht unsere Voraussetzung nur 
dahin, dass auch bei ihnen, wie bei geschlossenen Strömen; 
in dem Ausdrucke für die lebendige Kraft das undiffe- 
renziirte l nicht eingeht. Das über die langsam veränder- 
lichen Parameter k, welche die Positionen der ponderablen 
Körper bestimmen. Gesagte gilt ja selbstverständlich jetzt 
ebenso wie früher, und andere Specialisiruugen der allgemeinen 
Gleichungen der Mechanik haben wir bisher nicht eingeftthrt. 
Wir nehmen daher an, dass in den Stromelementen die 
gleichen, denselben Gleichungen unterworfenen Mechanismen 
thätig sind, wie in geschlossenen Strömen, w^enn wir auch 
für einzelne Stromelemente den experimentellen Nachweis 
hierfür nicht diiekt liefern können, da in einem einzelnen 
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Elemente für sich ein andauernder Strom nicht erhalten 
werden kann. 



62. Natürlich bleibt dabei die Frage, ob bei sehr 
raschen (den Hertz’ sehen) Schwingungen nicht möglicher- 
weise der Elinfluss solcher das undifiTerehzürte l enthaltender, 
hier nicht berücksichtigter Glieder entdeckt werden könnte, 
eine offene und es ist gerade ein Hauptverdienst der Max- 
well’schen Theorie, dass sie zahlreiche derartige E'ragen 
aufwirft, welche zu neuen Experimenten anregen. (Jeden- 
fallB muss sich die Elektricitätsbewegung den hier abzu- 
leitenden Gleichungen nähern, wenn die Schwingungen nicht 
allzu rasch sind). 



63. Mögen nun durch die v + 1 cyklischen Variablen Auf>troK. 
die Zustände ebenso vieler geschlossener Ströme oder Strom- 
elemente definirt sein, jedenfalls werden wir nicht alle v-fl 
auf einmal überblicken können. Wir wollen daher von 
vorne herein nur eines davon ins Auge fassen und die 
Wirkung aufsuchen, welche gerade auf dieses Eline ausgeübt 
wird. Wir wollen das ins Auge gefasste kurz den Aufstrora 
nennen und darauf sollen sich die Buchstaben ohne Index 
beziehen. 

Alle übrigen sollen nur da sein, um das elektrische 
Feld zu definiren, in welchem sich unser Aufstrom be- 
findet und es soll gefragt werden, welche Wirkung das 
durch die übrigen Ströjue definirte Feld gerade auf den 
ins Auge gefassten Aufstroin ausübt. 



64. Sei m‘ irgend eine Masse des Systems, welches ub. Kraft 
wir jetzt als Polycykel bezeichnen, deren Geschwindigkeit 
wieder; 

= a-'/' -I- b\l\ f . . 4 h'J\, (i = 1, 2, 3 . . /)) 
sei. Dann ist: 





- 1 - m'aH' 



4" j + 



. . b\l,) + M. 



Mund N sollen Grössen sein, welche das l' ohne Inde.x 
nicht enthalten. Hiernach ist: 



4 * 
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Wir wollen nun vorläufig den Aufstrom, gleichgültig, 
ob wir uns daxunter einen geschlossenen Strom oder ein 
Stromelement vorstellen, mit s, die Doppelsumme mit J(s), 
die einfache Summe mit A bezeichnen, also setzen; 

24) A = ^ 7n'(a‘)*, J (s) = ^ ^ m'a'b\ l\. 

so dass: 

25) .^/'3+rj-(s) + JV 

wird. J^ür zwei Ströme ist 1, J{s) mit dem identisch, was 
dort mit und l\ C bezeichnet wurde. 

65. Die Grösse J{s) bezeichnen wir als das Moment 
unseres Stromes s in dem gegebenen Felde. Diese Grösse 
ist offenbar abhängig; 1. Von der Natur des Feldes, jilso 
der Intensität und Lage sämmtlicher anderer Ströme. 2. Von 
der Gestalt und Lage des Aufstroms, aber nicht mehr von 
der Stromintensität in demselben, da ja V vor das Summen- 
zeicben herausgehoben wurde. Fs ist also bei der Defi- 
nition des Begriffs des Momentes von der Stromintensität 
im Aufstrume vollkommen abstrtüiirt. Der Aufstrom ist 
dabei nui' als eine im gegebenen Felde liegende geometrische 
Ciirve aufzufassen. 

Wir können in ein beliebiges Feld ein beliebiges Element 
einer Curve legen. Wenn dieses Element ein Stromleiter 
wäre, würde ihm immer im Felde ein bestimmtes Moment 
zukommen, welches wir einfach das Moment dieses Curven- 
elementes im gegebenen Felde nennen. Jedem Curven- 
elemeute kommt in jedem Felde ein bestimmtes Moment 
zu und nach dem Späteren kommt diJier auch jeder unge- 
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schlossenen oder geschlossenen Curve ein Moment zu, welches 
einfach die Summe der Momente ihrer Elemente ist. 

66. Aber eins ist zu bemerken: Die Erfahrung lehrt, 
dass der elektrische Strom immer eine bestimmte Eichtung 
hat. Um diese eindeutig zu defiiiireu, müssen wir eine 
bestimmte Richtung im Stromleiter s als positiv annehmen. 
•Je nachdem die Strömungsrichtung der positiven Elektricität 
mit derselben zusammeniallt oder ihr entgegengesetzt ist, 
ist dann l' mit dem positiven oder negativen Zeichen zu 
versehen. 

Äendem wir nichts, als dass wir die entgegengesetzte 
Richtung von s positiv wählen, so ändert sich daher nichts 
als das Zeichen von T; daher bleiben auch in unseren Formeln 
alle Grössen unverändert; nur die Coefficienten a', weiche 
mit der ersten Potenz von l' multiplicirt erscheinen, ändern 
ihi' Zeichen, während alle Coefficienten b unverändert bleiben. 

Es folgt daraus, dass A imd N unverändert bleiben, 
während ./(«) lediglich sein Zeichen wechselt. Wir wollen 
dies letztere symbolisch dadurch ausdrücken, dass wir 
schreiben; 

26) J{-s) = - J{s). 

Diese Gleichung folgt übrigens schon daraus, dass 
durch die blosse üebereinkunft, die entgegengesetzte Richtung 
von s als positiv zu wählen, sich unmöglich der Werth der 
lebendigen Kraft T ändern kann. Da aber hierdurch im 
Ausdrucke 25) nur l' sein Zeichen ändert, so muss auch 
dessen Coefificient y(s) das Zeichen wechseln, während .1 
und N ungeändert bleiben. 

67. Wir finden nun für die elektromotorische Kraft, 
die in unserem Aufstrome wirkt, wenn noch die Bewegungs- 
hindemisse die Gegenkraft W ausüben nach Gleichung 8, 
Art. 36, den Werth: 

Denken wir uns nun das Feld sammt seinen Ver- 
änderungen gegeben und betrachten bloss die elektromoto- 
rische &aft L{s), welche zur Ueher Windung des Wider- 
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8t4i.udes und der durch die Veränderungen des Feldes in 
unserem Aufstrome erzeugten Induktion erforderlich ist (d. h. 
bloss das 2. und 3. Glied der Gleichung 27. Wir betrachten 
also 1. nicht die Wirkung auf die anderen Ströme des Feldes, 
2. aber auch nicht die elektromotorische Kraft , welche der 
Aufstrom in sich selbst erzeugt und welche durch das erste 
Glied der Gleichung 27 ausgedrückt wird. Dann ist also; 

28) L{a) = ^ + W. 

Es kann übrigens das weggelassene Glied der Gleichung 27 
unter verschiedenen Verhältnissen an sich schon gegen die 
übrigen vernachlässigt werden, so dass das mittlere GHed der 
Gleichung 27 überhaupt die gesammte im A.ufstrome in- 
ducirte elektromotorische Kraft angiebt. Dies tritt ein: 
1. wenn die Stromintensität im Aufstrome sehr klein ist. 
Dann ist /' sehr klein und das erste Glied verschwindet 
gegen das zweite. Physikalisch ausgedrückt: der Aufstrom 
ist so schwach, dass er selbst nur verschwindend wenig zur 
Charakteristik des Feldes beiträgt; diese und daher auch 
die im Aufstrome inducirte elektromotorische Kraft rührt 
fast ausschliesslich von den übrigen Strömen des Feldes 
her. 2. Dasselbe gilt aber auch, wenn der Aufstrom nur 
ein verschwindender Theil des Feldes, also nur ein Strom- 
element ist. Dann verschwindet, auch wenn die Strom- 
inteusität darin beliebig ist, eo ipso die von ihm erzeugte 
Wirkung gegenüber der durch das ganze übrige Feld her- 
vorgerufenen und der in Gleichung 28 angegebene Werth 
von L{s) liefert die ganze elektromotorische Kraft L in ». 

68. Hat /' in mehreren sich aneinander schliessenden 
Theilen eines Stromleiters denselben Werth, wie dies jeden- 
falls in einer geringen Zahl sich unmittelbar folgender 
Längenelemente desselben Stromes angenommen werden 
kann'), so ist offenbar die Gesammtkraft L (.S"«), welche durch 
das Feld in s inducirt wird, gleich der Summe ^L{s) der 
Kräfte L(s), die m den einzelnen Stromleitern wirken. Ist 



') l>ieso Bedingung ist Übrigens für die späteren Oonsequeneen 
nicht einmal nothwenJig, da das Moment J gar nicht von /' abhängt. 
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J{s) das Moment eines solchen Theiles, J{Ss) das Moment 
des Inbegriffs aller Theile, so hat man; 



L(«) = 



dt ’ 



L{JS.) = - 



dJ(Zs) 



dt 



1 



daher, da man jedenfalls annehmen kann, dass llir t = — 00 , 
y(«) = J{2s) = o ist: 

29) y(-i’Ä) = 2J(s). 

Das Moment eines Inbegriffs mehrerer Stromtheile ist 
also die Summe der Momente der einzelnen Theile. 

Ist J(d«) das Moment eines Elementes ds und theilt man jra*; ^ j»™- 
dies noch in mehrere (n) kleinere gleich lange und gleich- 
beschaffene Elemente da, so kann das Moment jedes da 
gleich angenommen werden. Es ist also J{ds) = nJ{da), 
d. h. es ist J{d.<i) proportional der Länge da, daher: 

J{da) = Kda, 

wobei E eine endliche Grösse ist. Dies folgt übrigens auch 
schon daraus, dass nach Gleichung 29 das Moment eines 
endlichen Stromes: 

30) J(s) =fJ{da) 

ist, wobei das Integral über alle Stromelemente zu erstrecken 
ist, was nur unter der Bedingung, dass E im Allgemeinen 
endlich ist, einen allzeit endlichen Werth liefert. 

69. Sei k irgend ein Parameter, welcher theils die paudt-maa- 
Position des Aufstroms, theils aber auch die solcher Körper auf dtra Auf’ 
bestimmt, in welche die vom Aufstrome erzeugte Bewegung 
ttbergreift. Natürlich wird möglicherweise auch noch die 
Lage anderer Ströme des Feldes durch diesen Parameter 
bestimmt sein. 

Die Kraft K, welche auf k von aussen wirken muss, 
um es constant oder in der durch die Gleichungen aus- 
gedrückten Weise langsam veränderlich zu erhalten, ist dann 
nach Gleichung 6, Art. 31: 

il’ ^ _ Z' 

* ~ 8k~ 2 dk ~'dk' dk" 

Hier rührt das erste Glied von der Wirkung des Auf- 
stroms auf sich selbst, das letzte von der Wirkung her, die 
auf die übrigen Ströme des Feldes ausgeübt wird. Die 



Digiiized by Google 




56 



Siebente Vorlesung. 



[ 70 . 



tis€k4 Aur» 
ffU de* Juf- 
etrome. 



Wirkung des Feldes auf den Aufsb'om, welche wir jetzt 
einzig und allein betrachten und mit K{s) bezeichnen, ist 
daher lediglich durch das zweite Glied bestimmt. 

Ist die Stromintensität l' im Aufjtrome sehr klein oder 
der Aufstrom nur ein unendlich kleines, daher verschwin- 
dendes Element des ganzes Feldes, so verschwindet das 
erste Glied. Es ist also dann die gesammte ponderomo- 
torische Kraft, welche in Folge der Wirkung auf unseren 
Aufstrom auf den Parameter k wirkt; 

31 ) x(s) = -r^^- 

Wenn sich alle Parameter k um ^k ändern, ist daher die 
gesammte Arbeit der ponderomotorischen Kräfte 

32) = - r 

Da alle Ströme in einander greifen und das Zusammen- 
wirken aller erst den Zustand des Feldes bestimmt, so lässt 
sich eigentlich nicht scharf unterscheiden, welcher Theil der 
auf k wirkenden ponderomotorischen Kraft von dem einen, 
welcher von dem anderen Strome herrührt, falls durch den 
Parameter k die Positionen mehrerer Ströme gleichzeitig 
bestimmt sind , allein wir wissen , dass , wenn wir den 
Ausdruck 31 für jedes Stromelement des Feldes bilden 
(wo das früher besprochene ei-ste Glied verschwindet) 
und dann alle so gewonnenen Ausdrücke K(s) addiren, wir 
sicher die auf k wirkende Gesammtkraft richtig erhalten, 
ln diesem Sinne eben wollen wir diesen Ausdruck als den- 
jenigen Theil der Gesammtkraft betrachten, welcher von 
unserem Strome geliefert wird. Daraus folgt natürlich wieder : 
A’(-2's) = ^A(s) und ./(JS’a) = -2'A(s). 

70. Gleiches gilt von der gesanimteu lebendigen Kiaft 
oder, wie wir deutlicher sagen, von der elektrokinetischen 
Energie des Systems: dieselbe ist: 

2 ö/' 2 dl\ 2 a/', 

Wir erhalten daher jedenfalls wieder die gesammte 
elektrokinetische Energie richtig, wenn wir den Ausdruck: 

2 dl' ~ '2 
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für jeden der Ströme resp. jedes der Stromelemente des 
ganzen Feldes bilden und alle diese Ausdrücke zum Schlüsse 
addiren. Wir können jedem der Ströme gerade diese elek- 
trokinetische Energie /' A : 2 zuschreiben und irollen dies 
den Betrag nennen, weichen gerade dieser Strom zur elek- 
trokinetischen Energie beiträgt, und mit T(s) bezeichnen. 

Dies ist freilich wieder in gewisser Beziehung will- 
kOrlicL, da ja die elektrokinetische Energie nur durch das 
Zusammenwirken aller Ströme entsteht. Es lässt sich also 
nicht strenge unterscheiden, welchen Beitrag jeder einzelne 
Strom dazu liefert. Aber soviel ist wieder sicher; wenn 
wir jedem Theile diese elektrokinetische Energie 7’(») zu- 
schreibeu und dann die allen zugeschriebene elektrokine- 
tische Energie addiren, so liefert die Summe die richtige 
Gesammtenergie des Feldes. Es ist also: 

Ist wieder entweder (' sehr klein oder zählen wir die 
Elemente des Stromleiters einzeln auf, so dass x ein ein- 
zelnes Element bedeutet, welches für sich allein jedenfalls 
nur verschwindend wenig zum Gesammtcharakter des Feldes 
beitragen kann, so verschwindet das erste Glied und es bleibt: 

33) T(s) = ^y(4 



Achte Vorlesung. 

Eigenschaften des Momentes. Stokes’ Satz. 



7 1 . Sei das Moment irgend einer geschlossenen Curve s j au m- 
zu bestimmen , wobei natürlich eine ümkreisungsrichtung 
derselben als die positive gegeben sein muss. Wir denken 
uns eine beliebige ebene oder gekrümmte Fläche <i>, deren 
Contur jene geschlossene Curve ist und zerlegen diese Fläche 
in unendlich viele unendlich kleine Flächenelemente dx. 
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Da jede im Felde liegende Ciirve ein Moment hat, so muss 
auch die Contur jedes Flächenelementes dx ein bestimmtes 
Moment haben, welches wir mit J(dx) bezeichnen wollen, 
wobei natürlich jedes dx in demselben Sinne, wie s um- 
kreist werden muss. oder fJ{dx) sei die Summe der 

Momente aller dieser in die Cun e s eingezeicbneten kleinen 
Contnreu. Nach Gleichung SO kann man aber die Con- 
tur jedes Flächenelementes dx wieder in sehr viele Linien- 
elemente zerlegen und nach Gleichung 
26 heben sich in der Summe fJ{dx)Aie 
Momente aller im Innern der Curve « lie- 
genden Linienelemente auf, da jedes 
derselben einmal in dem einen, das an- 
-dore Mal im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen wird; die Elemente aber, 
welche in der Contur der Fläche lie- 
gen, liefern zusammen J{s). (S. Fig. 17.) 
Es lässt sich also J{s), ebenso gut, 
wie durch das Linienintegral fJ{ds), auch durcli ein Flä- 
chenintegral darstellen. Es ist: 

34) J(s) = /J{dx), 

woraus selbstverständlich folgt, dass J{dx) unendlich klein 
wie dx, also von der Form E'dx sein muss, wobei E' 
endlich ist, obwohl es, wenn als Linieniutegral dargestellt, 
in der Form eines Integrals erscheint, das über eine Curve 
erstreckt ist, deren Länge klein von dev Ordnung ds ist. 

Wenn J(s) als ein über die Fläche </> erstrecktes 
Flächenintegral fE'dx ausgedrUckt erscheint, soll es immer 
mit /(0) bezeichnet werden, ein Werth, welcher natürlich 
alle Mal nur von der Contur der Fläche und dem 
Sinne, in welchem diese gezogen gedacht wird, nicht von 
der übrigen Gestalt der Fläche 0 abhängt. 

72. Wir betrachten dieselbe geschlossene Curve, wie 
im vorigen Abschnitte, beziehen sie auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem und zerlegen sie in unendlich viele 
Curvenelemente ds. Jedes derselben ersetzen wir durch 
eine geradgebrochene Linie, deren drei Stücke dx, dy, 
dx parallel den drei Coordinatenaxen sind, während der An- 
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fangspankt des ersten und Endpunkt des letzten mit dem 
Anfangspunkte und Endpunkte von ds zusaromenfällt. (In 
Fig. 18 fUr einen in einer der Coordinaten-Ebenen liegenden 
Strom gezeichnet). Den Inbegriff aller dx, dy und dx 
nennen wir die geradgebrochene Li- 
nie Sei 8 die Contur einer 

Fläche «' die einer anderen 
Fläche welche sonst überall mit 
Q> zusammenfallen, nur am Rande 
entsprechend der dort zu erfüllen- 
den Bedingung unendlich wenig ab- 
weichen soll. Es ist also dann: 

J{s) = J{Qf), J-(s') 

Nun weichen aber die beiden 
Flächen 0 und 0' nur in Flächenelementen von einander 
ab , deren Summe einen unendlich kleinen Flächeninhalt 
liefert. Das Moment der unendlich kleinen Curven, die 
aus den vier Elementen ds, dx, dy, dx bestehen, muss nach 
dem Bewiesenen unendlich klein, wie der davon umschlos- 
sene Flächenraum sein; daher muss auch das Moment der 
Oesammtüäche , um welche 0 und 0' verschieden sind, 
unendlich klein sein und der Unterschied zwischen J(0) 
und •f(0') verschwinden. -Geht man daher zu wirklichen 
Differenzialen Uber, so wird .7(0) = «7(0') und daher auch 
J{8) ^ J{S'). 

Bei Berechnung des Momentes kann also jedes Linien- 
element da ersetzt werden durch seine drei Prqjectionen 
dx, dy, dx auf die drei Coordinatenaxen. 

Sind die Momente dieser drei Projectionen Fdx, Ody, 
Hdx, BO ist also: 

35) J{d's) = Fdx -f- Ody + Hdx. 

78. Da das Moment nur von der Natur des Feldes 
und der Gestalt und Lage des Aufstroms abhängt, so können 
F, O, H überhaupt nur mehr von der Natur des Feldes 
und der Lage des Punktes abhängen, durch welche das 
Element ds gelegt wurde. Man kann also von jedem Punkte 
des Feldes aus eine Gerade 91 ziehen, deren Projectionen 
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auf die drei Coordinatenaxeu gleich den Werthen von F, 
G und iZ in dem betreffenden Punkte sind. Diese Gerade 
nennen wir den Momentenvector des betreffenden Punktes 
und das Moment eines durch diesen Punkt gezogenen Linien- 
elementes is ist dann nach Formel 35: 

36) .7(<is) = cos (?f, ds). 

74. Es soll jetzt speciell s die Coutoiir eines unendlich 
kleinen Flächenelementes dx sein und d(d*) nach Formel 30 
und 35 berechnet werden. Damit keine Zweideutigkeit in 
der Bestimmung der Umlaufsrichtung eintrete, soll unser 
Coordinatensystem so gewählt werden, dass die positive 
y-Axe durch eine solche Drehung auf kürzestem Wege in 
die Lage der positiven «-Axe übergeht, wie sie eine ge- 
wöhnliche rechtsläufige in der positiven Zf-Richtung in einer 
fixen Mutter fortschreitende Schraube macht, also für eiu 
auf der positiven .Y-Seite befindliches Auge dem Sinne des 

Uhrzeigers entgegen.’) 
Dasselbe soll flir die 
beiden anderen Coordi- 
natenaxen gelten , wenn 
*, y imd * cyklisch ver- 
tauscht werden. Man 
erhält ein solches Co- 
ordinatensystem , wenn 
man die positive .Y-Axe 
nach vorn, die positive 
V-Axe nach rechts, die 
positive ^Axe nach 
oben zieht. 

75. Liegt zunächst 
das Flächenelement dx in der Ebene Fig. 19, wo die 
»-Axe gegen den Beschauer hiiigerichtet zu denken ist, so 



') Maxwell schlägt (treat. uu cl. vol. 1 art. 22) vor, dies ein 
Weincoordinatensystem zn nennen, da sich die Weinranke im selben 
Sinne windet, wenn die positive Coordinatenaxe die an&teigende 
Stange ist. Das entgegengesetzte heisst dann „Hopfencoordinaten- 
system.“ 



Fig. 19. 
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reducirt sich J{dx) auf /{Fdx) + Ody), was über die Contur 
von dx, die krumme Linie der S'ig. 19 zu erstrecken ist. 

Sei der kleinste Werth von x, welcher einem Punkte R 
dieser Contour zukommt, x^ der grösste der dem Punkte S 
zukonunen soll, x und x + dx seien zwei beliebige Werthe 
von X, von denen der ei-ste den beiden Punkten A und D, 
der letzte den beiden Punkten B und G der Contur zu- 
kommt. Dann ist: 

J'Fdx= J’Fdx —J’p’dx, 

SJBS SDCS 

wobei F irgend einen Werth des F in dem oberen Theile 
der Contur bezeichnet. Fassen wir das auf das Längen- 
differenziale AB bezügliche Element des ersten Integrales 
mit dem auf das Längendifferenzial D G des zweiten bezüg- 
lichen zusammen und ebenso das auf jedes Längendifferenzial 
bezügliche Element des ersten Integrals mit demjenigen 
Elemente des zweiten Integrals , das sich auf das vertikal 
darüber liegende Längendifferenzial bezieht, so wird: 

*1 

JVdx = f(F-r)dx. 

Wird die Ordinatendifferenz je zweier vertikal über- 
einander liegender Längendifferenziale mit y bezeichnet, 
so ist: 

Da aber die gsmze Contur nur unendlich klein ist, 
so kannöF: dy für jeden Punkt derselben constant betrach- 
tet und vor das Integralzeichen gesetzt werden. Da ferner: 
*1 

frjdx gleich dem Inhalte dx der von der Contur um- 

«0 

schlossenen Fläche ist, so hat mau: 

J Fdx= - ^dx. 

Gienau ebenso findet man: 

fody == -f ^dx, 
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76. Hieraus kann leicht der ailgemeine Fall, dass 
dx heliehig im Raume liegt, abgeleitet werden. Wir legen 
dann drei neue Coordinatenaxen (die der |, «/, so dass die 
beiden ersten dem dx parallel, die letzte darauf senkrecht 
ist und sich gegen die angenommene ümkreisungsrichtung 
von dx so verhält wie die alte s>Axe zur üeberftthrung 
der positiven z-Axe in die positive j^-Axe auf kürzestem 
Wege (dass die Umkreisungsrichtung eine Weindrehung um 
die positive O^-Richtung ist). Ausserdem sollen die drei 
neuen positiven Coordinatenaxen gegenüber den drei alten 
congruent sein. (Es sollen wieder Weincoordinateu sein.) 
Ist wieder ?l der Vektor, dessen Componenten F, O, H sind, 
so hat man zunächst: 

[{Fdx + Öidy + Sdz) = cos («, ds) ^ f{(Hdi + Wdn), 
wenn </> und W die Componenten des Vektors nach der 
neuen x- und y-Axe sind. Letzterer Werth ist aber nach 
dem soeben bewiesenen gleich; 



38) 



dx 



(SW 

Väf 



S0\ 



Ferner hat man bekanntlich, wenn die Cosinus der 
Winkel Je zweier Coordinatenaxen nach dem beistehenden 
Schema bezeichnet werden: 
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= aF+ ßO + yH, 

Sx^ ^ Sy ^ ^a* ’ 



W=a'F+ß'Q + y’H, 

a , a K, a , a 
a, “ a® ^ ay ^ a» ■ 
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Substituirt man dies in den Ausdruck 38, sö f&Ut 
dFidx, dG:dy und dH: dz ganz heraus, die Grösse: 

dO^ _ d£ 

Hx dy 

erscheint mit(or|5' —aß)dx~=j'"dx = dv ') multiplicirt, wobei 
dX, dfi, dv die Projectionen von dx auf die drei Coordi- 
natenebenen sind. Fällt die Umkreisungsrichtung von dx, 
sobald es um einen s))itzen Winkel in die ^Ebeue gedreht 
wird, mit derjenigen Drehung um 0 zusammen, welche die 
positive y-Axe auf kürzestem Wege in die positive *-Axe 
überführt, ist also y" positiv, so ist auch dv positiv, sonst 
negativ zu bezeichnen. Da die übrigen Glieder des Ausdrucks 
38 durch cyklische Vertauschung aus dem eben betrach- 
teten folgen, so ergiebt sich schliesslich: 

j J{s) = J{dx) = f{Fdx + Ody + Hdx) 

I = adX + hdfi -f odv = ^6dx cos (®, ») , wobei: 

,,,, dH dG , HF dH da dF 

40) i = o 

aus einem uns noch freilich verborgenen Grunde die Com- 
ponenten der magnetischen Induktion genannt werden sollen. 
Die Gleichungen selbst sollen die Gleichungen der magne- 
tischen Induktion heissen, und zwar nach ihrer Ableitung 
die Stokes’scheri. (Das Wort InHuenz wäre freilich im Ge- 
gensatz zur faradischen Induktion passender.) ist der 
Vektor (Induktionsvektor), dessen Projectionen auf die drei 
Coordinateuaxen gleich a, 6, c sind. Die nach derselben Seite, 
wie früher 0^ gerichtete Normale zu dx wurde jetzt mit n 
bezeichnet, ümschliesst s eine endliche Fläche, so wissen 
wir bereits, dass J{s) die Summe aller J(dx) Flächenelemente 
derselben ist, also: 

I J(s) = f{Fdx -f Ödy -|- Hdx) = /J{dx) 

1= f{adX + bdfi 4- cdv) = /®d*cos(S8, n). 

Will man diese Gleichung lieber rein geometrisch, aus 
der Gleichung 37 ableiten, so verfahre man wie folgt: Man 
construire ein uuendbch kleines Tetraöder, von dessen Kan- 
ten drei , die sich in der Spitze 0 treffen, den drei Coordi- 



41) 



') Kircbhoff, Vorlesungen über math. Physik 8. Aufl. S. 41 u. 42. 
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nateiiaxen parallel sind; die 0 gegenüberliegende Fläche des 
Tetraeders sei dx, die anderen drei Seitenflächen dX, dfi, 
dv. Man sieht sofort, dass./(d*) = /(di) + J{dfi) + J(d»’)ist, 
da sich in der letzten Summe die Integi-ale über die in 0 
zusammenstossenden Tetraederkanten aufheben. Berechnet 
man /(di), J{d(x) und J{dv) nach Formel 37, so hat man 
sofort die Formel 39) für das Tetraeder. Man kann aber 
jede von irgend einer Curve s umschlossene 
Fig. 20. Fläche 0 in lauter Dreiecke zerlegen, welche 
G. C, die Eigenschaften des obigen Dreiecks dx 
I ij haben (Fig. 20). Man lege unendlich viele 
p f 1 Ebenen in unendlich kleinen Abständen pa- 
7 7 rallel der a:j(-Ebeae. Diese sollen die Fläche 
p/^p^ 0 der Reihe nach in den Curven C^, C^, 

„ / U, C\ . . . schneiden. Durch einen Punkt P, 

auf C, lege man zwei Ebenen parallel der x%- 
und y*- Ebene; diese schneiden im Ver- 
eine mit der Curve (7j ein Dreieck aus der 
Fläche a aus; sie sollen die Curve Cj in P, und Pj schneiden. 
Man legt dann wieder durch Pj eine der yx-, durch P, eine 
der arx-Ebene parallele Ebene ; schneiden diese die Curve C, 
in P^ und Pj, so legt man wieder durch P^ eine der *»-, durch 
Pj eine der »/»-Ebene parallele Ebene u. s. f. So wird die 
Fläche 0 in lauter Dreiecke von der gewünschten Form zer- 
legt und man erhält auch die Gleichung 41. 

Will man hinwiederum die Gleichung 39 ohne den 
Umweg über die Gleichung 37 ableiteu, so lege man dx 
so im Raume, dass die im oben deflnirten Sinne dazu ge- 
zogene Normale n mit den drei positiven Coordinatenaxen 
spitze Winkel bildet (Fig. 21). Man zeichne auch die Pro- 
jectionen dv und di von dx auf die xy- und y»-Ebene; 
endlich lasse man eine Ebene E parallel der 2 »-Ebene fort- 
wandem; ihre y-Coordinate sei wenn sie die Contur 
von dx zum ersten Male berührt, wenn ihr Durchschnitt, 
mit der Contur wieder aufhört; in zwei Zwischenlagen, die 
einander unendlich benachbart sind , aber habe sie die 
y-Coordinaten y und y -)- dy. Wii’ nennen daher diese Lagen 
kurz die Lagen y und y -|- dy. Die Ebene E schneide in 
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der Lage y die Contur von dx in den Punkten Ä und B. 
Ks ist nun: ^ 

jGdy^ f{Qji-0^)dy. 

»• 

Habe A die Coordiiiaten x, y, x dagegen B die Coordinaten 
* + I» y> * “ >8^ also: 



n n . >.3ö 



daher: 



*• »• 

Da fRix und fFdx durch cyklische Vertauschung gewonnen 
werden, so ist hiermit die Formel 39 erwiesen. Die For- 
meln 39 und 41 

gelten mit unverän- 21. 

dertem Zeichen für 
Hopfencoordinaten , 
wenn in denselben 
die Hopfendrehung 
als positiTe Drehung 
gewählt wird , d. h. 
also die Drehung 
von der positiven x- 
Axe auf kürzestem 
Wege gegen die posi- 
tive y-Axe (also von 
der positiven x-Axe 
gesehen im Sinne 
des Uhrzeigers ; ent- 
gegen einer gewöhn- 
lichen Schraube, die 
in einer fixen Mut- 
ter in Richtung der wachsenden x fortschreitet). Natürlich 
muss dann auch die Normale n so gelegt werden, dass, 
wenn sie eine Hopfenstange und dx der Erdboden wäre, die 
Drehung der Hopfenranke die gewählte Umkreisungsrichtung 
von dx wäre. Wir aber wollen uns, entgegen sonstiger 

BolitinaDa, VorlasongMi. 5 
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Münchener Art, hier unter Verschmähung des Hopfens stets 
an den Wein halten. 

Ich bemerke noch, dass unsere Beweise rein geome- 
trische waren, dass also in Gemässheit der Gleichungen 39 
und 41 die Relation: 



42) 



f {Fdx + Gdy -b Hdx) =^ fdx cos {nx) 

. IdF dB\ , , , (dO BF\ ^ , ,1 



stets besteht, wenn F, G, H beliebige Funktionen von x, 
y, *, ferner dx ein beliebiges Flächenelement und n seine 
Normale ist und die Integration für Weincoordinaten wein-, 
für Hopfencoordinaten hopfenwendig über die Contur von dx 
erstreckt wird. 

77. Da ich die vorliegende Theorie die Maxwell’ sehe 
nannte, muss ich es entschuldigen, wenn ich im folgenden 
von Maxwell’ 3 W'ege abweiche. Dieser betrachtet nämlich 

nun sogleich den Magnetismus, wo- 
durch es den Anschein gewinnt, als 
ob derselbe als ein von der Elektri- 
cität verschiedenes Agens betrach- 
tet würde. Um jeden derartigen 
Schein zu vermeiden, wollen wir 
dagegen zunächst bloss von Sole- 
noiden sprechen. 

Wir dachten uns bisher die 
kleinen Ströme dx so angeordnet, 
dass sie mit ihren Conturen an- 
eiuandei’stossen. Wir wollen jetzt 
eine andere, die perlschnur-, rosen- 
kranzartige oder Solenoide Anord- 
nung derselben betrachten. Sei eine 
beliebige Curve SiVFig. 22 durch 
beliebig viele äquidistante Punkte 
(A, B, C..), von denen v auf die 
Längeneinheit entfallen, in sehr kleine Elemente dS = AB 
saBG...=^- l:v getheilt. Eine gleiche Zahl congruenter 



Fig. 22. 
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Scheibchen von sehr kleinem (nicht vielleicht gerade unend- 
lich kleinem) Flächeninhalte dx werde so angeordnet, dass alle 
senkrecht zur Curve und ihre Schwerpunkte 'm A, B, C... 
liegeii. Die Contur eines jeden Scheibchens werde von einem 
elektrischen Strome von der (für jedes Scheibchen gleichen) 
Intensität l'g durchflossen, und zwar weinwendig, d. h. da 
wir uns die Curve SN (und ebenso ihre Längenelemente 
dS) von S gegen N gerichtet denken, dem Sinne des Uhr- 
zeigers entgegen, wenn das Äuge vom Punkte N auf die 
Scheibchen blickt. 

Das ganze System heisse das Solenoid S, welcher Buch- 
stabe zugleich die Länge der Mittellinie SN des Solenoides 
bezeichnet. Befindet sich dasselbe in einem beliebig ge- 
gebenen elektrischen Felde, so ist das Moment des Stromes, 
welcher ein Scheibchen umkreist nach Formel 39 d. vor. Art.: 
J{dx) = dx [a cos (dS,a:) -t- b cos {dS, y) -i~ ecos(dS, *)]. 
Bezeichnet man die Prejectionen des Elementes dS der 
Mittellinie auf die drei Coordinatenaxen mit dx, dy, dx, 
so ist wegen dS — 1 : v 

J{dx) = vdx{adx -p hdy -{■ cdx). 

Das Moment des ganzen Solenoides ist nach Gleichung 29 
Art. 68: 

43) J(S) = vdxf{adx + bdy + cdx), 

wobei die Integration von dem Anfangspunkte S bis zum 
Endpunkte N der Mittellinie zu erstrecken ist. 

Es ist wichtig zu bemerken, dass o, b, c bloss von 
der Beschaffenheit des Feldes, in welchem sich das Sole- 
noid befindet, dagegen die übrigen Grössen bloss von der 
Beschaffenheit des Solenoides abhängen, bis auf J, worin 
beiderlei Grössen gemischt verkommen. Setzen wir: 

44) J\adx -1- bdy -f cdx) — cp, 
also: 



45) 




bq> dif 

öy' ® “ öT’ 



so wird auch cp bloss von der Natur des Feldes, dem an- 
genommenen Anfangswerthe und, wenn es kein vollständiges 
Differentiale sein sollte, vom Integrationswege abhängen. 
Es ist dann einfach; J(S) = vqpdx. 

5 » 
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78. Multiplicirt man diesen Ausdruck mit —l'g und diffe- 
rentirt partiell nach den Coordinaten, welche Gestalt und 
L.age der Mittellinie des Solenoides bestimmen, so erhält 
man nach Gleichung 31 Art. 69 die ponderomotorischen 
Ki’äfte, welche im gegebenen Felde auf das Solenoid wir- 
ken. Wir nehmen nun als durch die Erfahrung gegeben 
an, dass auf geschlossene Solenoide, d. h. auf solche, für 
welche die beiden Punkte N und S zusammenfallen, in 
einem homogenen Medium niemals eine Kraft wirkt, wenn 
die Ströme des Feldes nicht durch die Scheibchen des So- 
lenoides hindurchfliessen. Daraus folgt also, dass alle 
Diffei’entialquotienten von qp nach allen. Gestalt und Lage 
der Mittellinie bestimmenden Variabein Null sind; dass <p 
ftlr ein geschlossenes Solenoid eine von Gestalt und Lage 
der Mittellinie vollkommen unabhängige Constante ist. 

Wenn die Mittellinie des Solenoids nicht von den dem 
Felde angehörigen elektrischen Strömen umschlossen wird, 
so muss diese Constante gleich Null sein. Denn dann kann 
das Solenoid, ohne Ströme des Feldes zu durchkreuzen, in 
unendliche Entfernung gebracht werden. Wir nehmen aber 
an, dass in unendlicher Entfernung jede Wirkung des Fel- 
des aufhört, dass also dort J, welches ja nach seiner De- 
Anition die Wechselwirkung zwischen Feld und Solenoid 
misst und nur Glieder enthält, die von dem . Zusammen- 
wirken beider abhängen , Null ist. Wäre das Solenoid ganz 
in einer von Elektricität durchströmten Schale eitigeschlossen, 
so könnte ohne erhebliche Störung des Feldes in diese immer 
ein unendlich kleines Loch gemacht werden, durch welches 
das auf eine einzige Linie zusammengeschobene Solenoid 
hinaus und in unendliche Entfernung gebracht werden 
könnte. 

Wird dagegen die Mittellinie des Solenoids von einem 
oder mehreren Strömen des Feldes umschlossen, so kann 
dasselbe nicht ohne Zerreissung oder Durchkreuzung in 
unendliche Entfernung gebracht werden ; dann braucht qp 
nicht gleich Null zu sein, bleibt aber noch immer con- 
stant, wenn die Mittellinie ihre Gestalt beliebig ändert, 
so lange nur keiner der Ströme des Feldes durchkreuzt wird. 
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Daraus folgt nach bekannten S&tzen der Theorie der 
DifferentialausdrUcke, die besonders in der Theorie com- 
plexer Funktionen Anwendung finden, dass dtp in jedem 
Baume, der nicht von den elektrischen Strömen des Feldes 
durchsetzt wird, ein vollständiges Differentiale ist und tp 
selbst eindeutig bleibt, solange nicht durch den Integra- 
tiousweg Ströme des Feldes umfasst werden. 

79. Ist das Solenoid ein ungeschlossenes, so werden 
also bloss Kräfte vorhanden sein, welche auf seinen An- 
fangspunkt und Endpunkt wirken; auf alle anderen Va- 
riahein, welche bloss den Verlauf der Mittellinie zwi-scheu 
diesen beiden Punkten bestimmen, werden keine Kräfte 
wirken. Bezeichnen wir den Werth von (p für den Punkt 
N mit keinem Index, den fttr den Punkt S aber mit einem 
Striche, so wird nach Gleichung 43 für ein homogenes 
Medium: 

— vdx(g> — <p'). 

Sind X, y, x die Coordinaten des Punktes N und X, Y, Z die 
Componenten der auf diesen Punkt im Felde wirkenden 
Kraft und setzt man das Produkt 



46) vl's dx = Ml, 

so findet man also: 



47) A' = 




F = 





oder nach den Gleichungen 45: 

48) X = — ma, Y = — rnb, Z = — wie. 

Dieselben aber gerade entgegengesetzt bezeichneten Aus- 
drücke gelten für das andere Ende S des Solenoides. 

Wir können jetzt N als den Nordpol des Solenoides 
und m als die Intensität dieses Nordpols bezeichnen. Es 
ist die Menge Nordmagnetismus, welche daselbst concentrirt 
gedacht werden müsste , um die Wirkung des Solenoids zu 
ersetzen. Eine gleiche Menge Südmagnetismus mü.sste na- 
türlich in 5 concentrirt gedacht werden. Durch die Zahl 
m ist das Solenoid vollkommen charakterisirt. Alle Sole- 
noide, für welche m und die Lage der beiden Enden die- 
selbe ist, verhalten sich in allen ihren Wirkungen voll- 
kommen gleich. 
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80. Der Fall, wo die Mittellinie des Solenoids von 
elektrischen Strömen umschlossen wird, also <p mehrdeutig 
ist, bedarf einer näheren Erläuterung. Wir denken uns 
da zunächst einen unendlichen geradlinigen Strom (Fig. 23) 
AB von der Intensität l' und der Richtung von A gegen 
B und in der Entfernung r davon den Nordpol N eines 

Solenoides von der Intensi- 
tät m , während sich der 
Südpol des Solenoides in 
so grosser Entfernung be- 
findet, dass er keine be- 
merkbare Einwirkung er- 
fährt. 

Wir nehmen als durch 
die Er£ahrung gegeben an, 
dass die Kraft P, welche 
ein solcher Strom auf den 
Solenoidpol ausQbt, erstens 
der Intensität des Stromes l', 
zweitens der Intensität m des 
Solenoidpols proportional, 
verkehrt proportional ist und 
viertens auf der Ebene ABN senkrecht steht und ihrem Sinne 
nach durch die bekannte Ampfere’sche Schwimmerregel de- 
finirt ist. Der Nordpol wird also weinwendig, d. h. wenn das 
Auge von B aus darauf blickt, dem Uhrzeiger entgegen um 
den Strom herumgedreht. Diese Gesetze wurden von Biot 
und Savart (freilich für einen Magnetpol) experimentell ge- 
prüft. Wirsetzen daher, um mit Max well’s Bezeichnung 
der Constante in Einklang zu bleiben: 

P = :r. 

Es ist nun die Arbeit zu berechnen, welche geleistet 
wird, wenn der Strom fix ist, aber der Solenoidpol eine 
beliebige geschlossene Curve NQRU Fig. 23 beschreibt, 
Sei NQ ein Element dieser Curve, N'Q' dessen Projection 
auf eine Ebene, welche durch einen beliebigen Pimkt 0 
des Stromes senkrecht zu diesem gezogen ist und N'Ti. OJV'. 
Dann hat N'T die Richtung der Kraft P und es ist die 



Fig. 23. 




drittens der Entfernung beider r 
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Arbeit, welche vom Solenoidpole auf dem Wege NQ ge- 
leistet wird: 

PX N'T^ 2ftml' X -if^N'OT. 

Beschreibt daher N eine geschlossene Curve, so ist die 
Arbeit gleich Null, wenn diese den Strom nicht umfasst, 
dagegen wenn sie den Strom einmal wein wendig 

umschlingt. Es ist noch zu bemerken, dass dies die Arbeit 
ist, welche bei Bewegung des Pols in sichtbare lebendige 
Kraft oder in Arbeit gegen die die Bewegung verlang- 
samenden Aussenkräfte verwandelt, also der Energie des 
Mediums entzogen und durch die galvanische Batterie wieder 
nachgeliefert wird, die den Gegeninduktionsstrom in AB 
aufbeben muss. 



^Neunte Vorlesung. 

Elektrische Ströme in Körpern. 



81. Wir gehen nun wieder zur Betrachtung eines völlig 
neuen Falles über. Wir setzten bisher immer nur lineare 
Stromfäulen voraus. Wir wissen aber, dass auch räumliche 
dreidimensionale Körper von Elektricität durohströmt wer- 
den können; ja dass das letztere sogar der einzig praktisch 
realisirb.are Fall ist, der sich dem eines linearen Strom- 
fadens nur mehr oder minder nähern kann. 

In einem solchen räumlich ausgedehnten, von Elektri- 
cität durchströmten Körper hat aber die elektrische Strö- 
mung an jeder Stelle eine bestimmte Richtung, und weder 
diese noch die Intensität der Strömung äindert sich sprung- 
weise (höchstens mit Ausnahme verschwindend weniger 
Stellen), so dass wir für alle unmittelbar benachbarten 
Punkte Stromrichtung und Intensität im Allgemeinen gleich 
voraussetzen können. Wir können uns die Sache dann immer 
BO denken, als ob der Körper von unendlich vielen unend- 
lich dicht aneinander liegenden Stromfädeu durchzogen 
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Rg. 24. 




würde, deren jeder die früher einzelnen Stromfäden bei- 
legten Eigenschaften besitzt. 

Wir legen durch einen Punkt P des Körpers ein un- 
endlich kleines Flächenelement dg Fig. 24 senkrecht zu 
den Stromfäden. Jfdq sei die Zahl der Stromiäden , welche 
durch dq hindurcbgehen , l' die Stromintensität in einem 
einzelnen derselben. Wir können 
also M als die Zahl der Stromfäden 
bezeichnen , die durch die Einheit 
des Querschnittes normal hindorch- 
gehen , oder besser gesagt, hindurch- 
gehen würden, wenn der Strömungs- 
znstand , der gerade im Punkte P 
herrscht, in einem endlichen Theile 
des Körpers gleichmässig herrschen 
würde. Das Produkt Ml' nennen 
wir die Stromdichtigkeit im Punkte P. Da wir uns den 
elektrischen Strom nicht nothwendig als Strom eines 
Fluidums denken, wollen wir es noch als eine beson- 
dere Hypothese aufEassen, dass mehrere unendlich nahe 
parallele Ströme einem einzigen äquivalent sind, dessen 
Intensität gleich der Summe ihrer Intensitäten ist. Freilich 
wäre ohne diese Hypothese die Aufstellung von Formeln 
für räumliche Ströme kaum möglich. Theilt sich dann ein 
Büschel von StromfiUlen , die anfangs unendlich nahe waren, 
in zwei getrennte Büschel, so haben wir den Vorgang der 
Stromverzweigung. 

82. Wir denken uns nun einen Solenoidpol an die be- 
treffende Stelle gebracht und berechnen nach zwei Methoden 
die Arbeit Ä, welche derselbe leistet, wenn er eine beliebige 
unendlich kleine, in einer Ebene liegende, durch den Punkt 
P gehende geschlossene Curve <t in einer bestittunten Um- 
kreisungsrichtung durchläuft. Durch Gleichsetzung beider 
Werthe von A gewinnen wir dann drei Gleichungen. 

Die Arbeit, welche bei der Bewegung durch ein Längen- 
element d a der Curve geleistet wird, ist nach Formel 32 Art. 69 : 
49) A = - l'sdJ{S), 

wobei dJ{S) die Vei^nderung ist, welche das Moment des 
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Feldes J{S) auf das Solenoid erfährt, wenn der Pol die 
Strecke dn zurücklegt. Wir denken uns nun im Körper 
einen den Funkt P umschliessenden Cj’linder Z construirt 
(Fig. 24), der zwar auch unendlich klein, aber unendlich 
gross gegenüber der Curve a ist. Seine A.^e soll die Länge 
da haben und parallel den Stromfäden sein, da soll sehr 
gross gegenüber den Querdimensionen des Cylinders und 
diese wieder sehr gross gegenüber der Curve <r sein. 

Wir theilen A in zwei Summanden B und ( 7 ; B soll 
diejenigen Glieder der Gleichung 49 enthalten , die von 
allen ausserhalb des Cylinders liegenden Stromtheilen lier- 
rühren, also die Arbeit darstellen, welche gegen die von 
ihnen ausgeübten Kräfte geleistet wird. G dagegen be- 
zieht sich auf die innerhalb des Cylinders liegenden Strom- 
theile. 

Wir können uns die Mittellinie des Solenoids dabei 
beliebig biegsam und ausserhalb des Cylinders Z bei der 
Arbeitsleistung A immer nur sich in sich selbst verschie- 
bend denken. Dann wird also keiner der ausserhalb Z 
liegenden Stromtheile vom Pole umkreist; es ist keine Ver- 
anlassung zu einer Discontinuität oder Mehrdeutigkeit des 
Integrales 44 für diese Ströme vorhanden. Daher ist für 
sie Anfangs- und Endwerth von J{S) gleich und der Aus- 
druck 49 {vgl. Gleichung 43) über die geschlossene Curve a 
integrirt liefert für sie den Werth Null. Es ist also B = o. 

Bei Berechnung von C aber kann man jeden innerhalb 
des Cylinders Z liegenden Stromfaden als Gerade und un- 
endlich lang betrachten. Es ist also nach dem am Schlüsse 
der vorigen Vorlesung Gefundenen die Arbeit ebenfalls 
gleich Null für alle Stromfaden, welche nicht durch die 
Curve ff hindurchgehen. Für alle Stromfäden zusammen- 
genommen, welche hindurebgehen, ist die Arbeit 
60) G = A = AitfimMt dq. 

Man würde noch einfacher zum Ziele gelangen, wenn 
man sich bei Ableitung dieser Formel auf neuere Versuche 
vtmJoubin') beriefe, welcher direct die Kräfte ezperimen- 



') Joubin, Compt. rend. der Par. Akad. Bd. 110 p. 231. 
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teil bestimmte, ilie auf einen in durchströmter Kupfersulfet- 
lö.sung tauchenden Magnetpol wirken. Da aber diese Ver- 
suche weniger bekannt sind und ihr Resultat auch vielleicht 
weniger zweifellos feststeht, so zog ich es vor, von den 
Versuchen ßiot’s und Savart’s auszugehen. 

82. Wir bezeichnen nun die drei Grössen: 



51) u = MV cos {V, ar), v = Ml' cos {V, y), 
w = .M7'cos(r, *), 

(wobei V die Richtung der positiven Strömung ist, die mit 
der Cylinderaxe ds zusamraenfällt), als die Componenten 
der Stromdichte im Punkte P, ferner den von der Cnrve a 
umschlossenen Flächeninhalt mit dx, endlich die Normale 
zu dieser Curve mit n. Der Sinn dieser Normalen ist wieder 
so zu wählen, dass die angenommene Umkreisungsrichtung 
der Curve <t die weinwendige ist. Es ist dann: 
dq = dx cos (!', n) = dx [cos {V, x) cos («, x) cos {V, y) cos {n,y) 
-h cos {V, z) cos («, *)]. 

Daher liefert Formel 50: 



52) A = 4 71 fitndx[u cos {n, x) -j- vcos(«, y) -h wcos{n, z^^)]. 
Nun wollen wir die Grösse A nach der zweiten Methode 
berechnen, indem wir die Kräfte X, Y, Z, welche auf den 
Solenoidpol wirken, den Gleichungen 48 entnehmen. Da- 
mals wurde (siehe Gleichung 46 und 47) gesetzt: 






,, dJ(S] 
I S-g- 




Die letzte Gleichung folgt aus dem am Schlüsse des Art. 64 
Gesagten. 0 ist die in der vierten und fünften Vorlesung 
so hezeichnete Grösse. Aus Gleichung 19 Art. 50 und dem 
unmittelbar nach ihrer Entwickelung Gesagten folgt, dass 
— Xdx — Ydy — Zdz die der elektrokinetischen entnom- 
mene, in sichtbare verwandelte Energie ist. Substituiren 
wir in diesen Ausdruck die Werthe 48 und integriren wir 
über die Curve <r, so erhalten wir; 

A = m f{adx + hdy -1- cdz). 



Da, wie wir bereits bemerkten, die Formel 42 Art. 76 
immer gilt, wenn darin F, 0, H beliebige Funktionen von 
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X, y, X sind, so können wir daselbst auch a, h, c für F, H, O 
subäütniren, und erhalten; 



A = mdx 






Vöx dy) 



cos (n, *) 



Setzen wir dies dem Ausdrucke 52 gleich und be- 
denken, dass die Gleichheit für ganz beliebige Weithe der 
Cosinus gelten muss , so erhaltcTi wir die drei Glei- 
chungen : 



53) 



I ia fxu 



de __ db 
dy dx’ 

4 n fl w = 



4 7T fl V 



da 

dx 



db ^“,1) 

dx. dy 



de 

di’ 



aiokoT 

Stromglei~ 



83. Es handelt sich noch darum , auch die Bedeutung 
der übrigen Grössen bei der Strömung in körperlichen Lei- 
tern zu fixiren. Wenn wir zunächst zur Gegenkraft der 
Bewegungshindemisse übergehen wollen, so haben wir sti’enge 
zwischen Leitern und Dielektricis zu unterscheiden. Da 
das Wort „Widerstand“ leider zur Bezeichnung des mit w 
bezeichneten galvanischen Leitungswiderstandes gebräuchlich 
ist, so müssen wir uns wohl hüten, statt „Gegenkraft der 
Bewegungsbindemisse“ ebenfalls das Wort „Widerstand“ 



') Das bisher Gesagte gilt nur im homogenen isotropen Medium. 
Eine an verschiedenen Stellen verschieden conoentrirte Eisenchlorid- 
lösung giebt ein Beispiel eines inhomogenen isotropen Mediums. Ver- 
suche in solchen Medien liegen noch gar nicht vor. Am ersten kann 
man noch aus den Grenzbedingungen , die fttr Trennungsflächen zweier 
verschiedener Körper gelten, also gewissennaassen durch Umkehrung 
der Methode, welche die Grenzschichten als dünne, aber coutinuirliche 
Uebergänge betrachtet, auf das Verhalten solcher Medien einen Schluss 
ziehen. So viel ist sicher, dass geschlossene Solenoide, welche auch 
im Innern von einem inhomogenen Medium erfüllt sind, Kräfte nach 
Aussen ausuben würden und dass daher die einfachste Verallgemei- 
nerung unserer Gleichungen darin besteht, dass wir für solche Medien 
setzen: 

^ dje-.fi) d(6:p) . 

y dx ' ' dx dx ' 

oz oy 
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ZU gebrauchen, «retl sonst Verwechslungen dieser, wie schon 
im ArtUtel 43 auseinandergesetzt wurde , total verschie- 
denen Grössen unvermeidlich wären. 
i. r/ypoihm Betrachten wir zunächst einen Leiter; daselbst ist die 
if^a-tTu’% Gegenkraft der Bewegungshindernisse in einem einzelnen 
»m«>i unab- Stromfaden W = w/'. Wir setzen voraus, dass sich gerade 

hänffigm Bf , ^ ^ 

<™». so, wie es fiir die elektromotorischen Kräfte schon durch 
die dritte Hypothese Artikel 61 bedingt ist, auch diese 
Gegenkraft aus unendlich vielen Summanden zusammensetzt, 
von denen je einer l'da von je einem Elemente ds des 
Stromfadens herrUhrt, und dass dann die in der vierten 
und fünften Vorlesung entwickelten allgemeinen mechanischen 
Beziehungen nicht bloss fttr jeden Stromfaden als Ganzes, 
sondern auch für jedes Element ds desselben gelten. Dann 
ist also- 

W = Jl'dm =:^ 

Den Werth von MV emält man, wenn mau die Gleichungen 
51 der Keihe nach mit cos (/', x), cos(V, y), cos (V, x) multipli- 
cirt. Es folgt dann: 

W = J ~ [m cos (/', a:) -f V cos {V, y) + w cos (/', »)]. 

Seien ferner ^ die Componenten der äusseren 

Kräfte, welche die Bewegung der Elektricität in dem Eie- 
nch m Om- mente ds unseres Stromfadons antreiben: dann ist die Kraft, 

ponmten ter- 

itjen. welche in der xtichtung von l wirkt, 

i cos (V, x) + y cos (V, y) + ^ cos (V, *), 
daher die Gesammtkraft im Stromfaden: 

/•[I cos (V, x) -f- V cos {V, y) + ^ cos (/', *)], 

Endlich ist nach Formel 30 und 35 Art. 68 und 72: 



J[s) = f ds\_Fcos(l', x) -)- Ocos(r, y) -[- Hcos{V, x)]. 

Wenn keine sichtbare Bewegung der poiiderablen Körper 
eintritt, wird also: 



dJ(s) r, tdF ^ , dG \ , dH ,,, , 

H- -^cos(/,.v) -f .j^cos(l,*) . 
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55) 






Die Gleichung 28 Art. 67 liefert daher: 

COB {l, x)-\- rj cos {/', y) + C cos (!', *)] 

^It ^ ^ ' *')] 

+ J ^ [m cos {l\ x) + V cos (/', y) + w cos (!', *). 

Nach den gemachten Annahmen muss die obige Gleichung 
ihr alle Elemente ds einzeln erfüllt sein; es muss also zu- 
nächst sein : 

^ = Aj ds^ = Jj ds f ^ dSf 

wobei Aj, Fj. Z, endliche Grössen sind und die Componen- 
ten der die galvanisch geleitete Strömung im ^betreffenden 
Punkte des Körpers antreibenden äusseren elektromoto- 
rischen Kraft (Chemismus, Thermoelektricität) darstellen. 
Ferner muss sein 



dm ^ 



Mdg 



wobei die endliche Grösse C die specifische Leitungsiähig- 
keit des KöiTiers im betreffenden Punkte heissen soll. 
Diese Formel zeigt zugleich, dass der galvanische Wider- 
stand dm des Elementes des Stromfadens der Länge ds 
desselben direct und dem Querschnitte verkehrt propor- 
tional ist, da ja M Stromfäden auf die Querschnittseinheit 
entfallen und folglich 1 : M als Querschnitt eines Fadens zu 
betrachten ist. 

Die Anwendung der Gleichung 55 auf ein einzelnes 
Element liefert nach Substitution dieser Werthe: 



56) »- o(r, - ^), c(z. - ^). 

84. Für die in der Zeit St in einem Stromfaden von 
der Länge ds entwickelte Joule 'sehe Wärme liefert die 
Gleichung 17 (Art. 50): 

dal'^Sl=r.^lU'^St. 

Das Volumelement von der Länge ds und dem Querschnitte 
dq, also dem Volumen dqds^dr enthält Mdq solcher. 



Compontntm 
dtr ^olv0- 
Kroft. 



Spt^fLKkt 



TFSm# m 
VolumeU- 
f%enU. 
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Faden , daher ist die darin während der Zeit ö t entwickelte 
Joule’sche Wärme Mdqmal so gross, also gleich; 

57) d / == d t == («2 + r* + »e*). 

Die elektrokinetische Energie in einem Elemente ds 
eines Stromfadens ist nach Gleichung 33 (Art. 70); 

~ J[s) = -Lds [Fcos (r, x) + G cos (/', y) + Hcoa {l', x)'\, 
« 2 



die im Volumelemente dr von der Länge ds und der Quer- 
schnitte dq also; 



58) 



jdß= dr [Fcos {/', a:) + C7 cos (/', y) -f cos {l', »)] 

1 =^"^{uF vG + wH). 



85. Genau so nehmen wir in einem Voluraelemente dr 
von der Länge ds und dem Querschnitte dq eines Dielek- 
tricums Mdq parallele, durch Aenderuug einer dielektri- 
schen Verschiebung l entstehende Ströme an. Nur ist 
jetzt die Gegenkraft der Beweguugshindernisse IV dem un- 
differentiirten l proportional. Wir müssen daher setzen; 
59) Ml cos {l, x) = f, Mi cos {l, y) — g, Mi cos (Z, *) = h; 
f, g, h sollen die Componenten der dielektrischen Polarisa- 
tion der Volumeneinheit heissen. Wir wollen ferner die 
Componenten der im Dielektricum wiikendeu äussei-en elek- 
tromotorischen Kräfte mit A,, 1 j, bezeichueu und sie die 
Componenten der reibungselektromotorischen Kräfte nennen, 
womit wir nicht etwa behaupten wollen, dass im Dielektri- 
cum nur durch Reibung Elektricität erregt werden könnte, 
ja nicht einmal, dass überhaupt die mechanische Reibung 
die eigentliche Ursache der Elektricitätserregung daselbst 
sei.^) Diese drei Grössen treten in der Gleichung 55 an 
die Stelle von V,,. Y^, Zy \ an Stelle von u, v. w tritt 
df dg dh ^ 

d}’ dt’ di’ 



*) Um dies sowie schwerflillige Wortzusammensetzungen zu ver- 
meiden und gleichzeitig einen sicher Würdigen nsmh beliebten Mastem 
zn feiern, könnte man dem Galvanismus den Guerikismus gegenüber- 
steilen und A,. Z, die guerikiseben Kräfte nennen. 
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endlich an Stelle von C eine andere Constante k:4^n, welche 
wir die Dielektrisirungszahl oder Dielektricitätsconstante 
nennen wollen. G-erade eo, wie wir aus der Gleichung 55 
die Gleichungen 5ti gewonnen haben , so ergeben sich jetzt 
die folgenden Gleichungen: 




Für die Energie der dielektrischen Polarisation im 
Volumelemente rfr aber ergiebt sich aus der Gleichung 18 
(Art 50): 

61) dn=—~{p + g^ + h-). 



Es ist hierbei noch wohl zu bemerken, dass im Dielektri- 
cum die Stromcomponenten u, v, w immer die Werthe 
df d_g^ dh 

dt' dt’ dt 

haben, welche Werthe namentlich auch, sobald es sich um 
ein Dielektricum bandelt, in den Stokes’schen Stromgleichun- 
gen 53 und 54 Art. 82 ^nbstituirt gedacht werden müssen. 

86. Selbstverständlich giebt es zwischen reinen Leitern 
und reinen Isolatoren Zwischenstufen, sogenannte Halbleiter 
oder besser gesagt, leitende Dielektrica; denn die wesent- 
lichste Eigenschaft derselben besieht weniger in ihrem zu- 
meist sehr grossen Leitungswidei-stand, sondern vielmehr 
darin, dass neben der elektrischen Leitung sich darin auch 
dielektrische Polarisation bemerkbar macht. 

Die experimentelle Untersuchung dieser Zwischenstufen 
bietet gerade die grössten Schwierigkeiten, da die Über- 
flächenleitung und ausserdem bei fe.steu Körpern die In- 
homogenität, bei Flüssigkeiten der Feuchtigkeitsgehalt und 
anderes sehr stören; daher ist es erklärlich, dass ausser 
einigen bestätigenden Versuchen von Cohn und Arons*) 
die MaxweH’sche Annahme über das Veihalten dieser Halb- 
leiter noch keine experimentelle Prüfung gefunden hat und 



*) Wied. Annalen Bd. 28, S. 4ö4, 1886; Bd. 33, 8. Kt, 1898. 
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daher heutzutage wohl noch als Hypothese bezeichnet werden 
muss. Dieselbe besteht darin, dass in Halbleitern dielek- 
trische Polarisation und galvanische Leitung sich unbehin- 
dert superponiren, die eine durch die Dielektrisirungsglei- 
chungen 60, die andere durch die Widerstandsgleichnngen 
56 bestimmt. Die äusseren elektromotorischen Kräfte, welche 
auf die dielektrische Polarisation wirken , können dabei 
möglicherweise andere sein und daher andere Werthe haben, 
wie diejenigen, welche auf die galvanische Leitung wirken; 
daher wurde zwischen JT,, F,, Z, undi^,, F,, Z, unterschieden. 
Als elektromotorische Eiilfle der Induction aber: 
dF:di, dO:dt, dB:dt 

sind in beiden Fällen dieselben Werthe einzuflihren, und 
zwar ist bei ihrer Berechnung die gesammte elektrische 
Stromstärke, sowohl die galvanische als auch die durch 
Aenderung der dielektrischen Polarisation bedingte , welche 
letztere durch die Ausdrücke 62 gegeben ist, einzuführen. 
compentntm Um IiTungeu vorzubeugcn , wollen wir daher jetzt die Com- 
und d^gaiv. ponenten der gelammten elektrischen Strömung mit u, r, u-, 
Strvmr.9. die der galvanisch geleiteten Strömung allein aber mit p, 9 , 
r bezeichnen, so dass wir haben: 

Jf da dh 

ea) „ = ^ + r -f , 

Wir erhalten dann statt der Gleichungen 56 die folgenden: 




In den Gleichungen 53 und 54 dagegen ist nicht p, q, r für 
u, V, w zu substituiren , sondern diese Gleichungen gelten 
ungeändert für das leitende Dielektricum und u, v, u> haben 
in denselben die durch die Gleichungen 63 debnirte Be- 
deutung. 

Ist die Hypothese, welche diesen Gleichungen zu Grunde 
liegt und von ims als die 7. bezeichnet wurde, auch heute 
noch nicht ganz feststehend, so fassen unsere Gleichungen 
doch jedenfalls in der einfachsten Weise die für Leiter 
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. and Nichtleiter geltenden Relationen einheitlich rasammen, 
indem sie in die fttr Leiter geltenden übergehen, wenn wir 
die Dielektrisirungszahl k — o setzen, dagegen in die für 
Dielektrica geltenden, wenn die LeitungsfAhigkeit C => o ist. 

Man sieht leicht, dass diese für leitende Dielektrica 
anfgestellten Gleichungen ganz denjenigen entsprechen, 
welche wir für das durch Fig. 9 dargestellte Schema fanden 
und in Artikel 53 als die Gleichungen 28 bezeichnetea. 
Den dort mit Jf, oder bezeichneten Kräften entsprechen 
jetzt .Xj, Fj, .Zj, den mit A’, bezeichneten Fj, 2^; 
den Grössen n (»ij oder r»j) und m' entsprechen f, g, h und 
p, q, r, den V aber u, v, to; endlich den Constanten o» und 
& die jetzt gebrauchten Constanten 1 : C und An :k. 



Zehnte YorleBiing. 

Gesetze der stationären und angenähert statio- 
nären Strömung. 



87. Wir haben nun die Aufgabe der Ableitung der 
Grundgleichungen im Wesentüchen gelöst und es ist hier 
nicht meine Absicht, mich in eine weitläufige Anwendung 
derselben auf specielle Fälle einzulassen. Nur die Her- 
leitung der einfachsten Grundgleichungen der allen Elektri- 
citätstheorie und Optik soll noch angeschlossen werden, da- 
mit der Sinn der gefundenen Gleichungen nach keiner Rich- 
tung Runkel bleibe. Wir wollen zunächst einige Gleichungen 
ableiten, welche nur Consequenzen der vorhergehenden 
Formeln darstellen, aber deren Kenntniss für die weiteren 
Entwickelungen unerlässlich ist. 

Aus den drei Gleichungen 40 ^s. A der Zusammen- 
stellung in Art. 88) folgt sofort : 



65) 



da Ö6 öo 

dx dy dx 



BoUsmaoD, VorlMUjiffM. 



= O. 
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Ebenso folgt ans den Gleichungen 53 und 54; 



OofUimUtHU- 
y /ei o fc imf der 
8ir9mmg. 



66 ) 



^ ^ ^ _ 

dx'dy' dx "" 



Die Grössen Xj, Fj, Zj haben nur an Stellen, wo galva- 
nische Ellemente th&tig sind oder durch Temperaturdiffe- 
renzen thenuoelektromotorische Kräfte erzeugt werden, die 
Grössen X^, F„ 2^, nur dort, wo gerade Reibungselektrici- 
tät entwickelt wird, von Null verschiedene Werthe. Schliessen 
wir zunächst solche singuläre Stellen von der Betrachtung 
ganz ans, so vereinfachen sich die Gleichungen 60 und 64 
und gehen Ober in: 



67) 

68) 




Ar T dF 



4ng 




} 



4*A= - 



k 



dH 
dt ' 



Aus diesen Gleichungen folgt; 



u=p + 



dt ~ ^ dt 



dPF 
4n di* 



Bilden wir die entsprechenden Gleichungen für v und w und 
I addiren alle drei, nachdem wir die erste nach x, die zweite 
nach y, die dritte nach x differenzirt haben, so finden wir 
unter Berücksichtigung der Gleichungen 66 im homogenen 
Medium: 



wobei 

69) 

Hieraus folgt: 

70) 



,4*» , . ^de 






4nC 

e= Ci«““' + c,. 



Diese Gleichung hängt aufs Innigste zusammen mit den 
Gleichungen 89 — 93, welche wir später in Art. 97 und 98 
erhalten werden. Vorläufig wollen wir uns mit den folgen- 
den, schon jetzt erforderlichen Bemerkungen begnügen. 

Sei in dem betreffenden Baume irgend ein Mal weder 
ein Magnet, noch ein elektrischer Strom, noch sonst eine 
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elektrische Wirkung vorhanden gewesen, so dass zu dieser 
2^it überall die magnetischen und elektrischen Kräfte = o 
waren, was wir den neutralen Zustand des Feldes und 
der darin befindlichen Köqier nennen wollen. Dann muss 
das Feld damals auf ein etwa hineingebrachtes Solenoid 
oder Stromelement gar keine Kraft ausgeübt haben; es 
müssen also die Differentialquotienten von F, O, E nach 
allen Coordinaten gleich 0 gewesen sein, denn diese Diffe- 
rentialquotienten multiplicirt mit der Stromintensität und 
Projection des Stromelementes liefern die Kräfte, welche 
das Feld auf das Stromelement ausübt, mit Ausschluss der 
Wirkung des hineingebrachten Stromes auf sich selbst; 
daher muss zur in Bede stehenden Zeit Q = dS: dt — o 
gewesen sein. Haben seit dieser Zeit an einem Punkte des 
Feldes niemals elektromotorische Kräfte gewirkt, so haben 
seit dem die Gleichungen 67, 68 bis 70 gegolten. Daher 
müssen in’ der letzten dieser Gleichungen die Constanten 
und und daher auch 

71) ‘0 = 0 

sein. Diese Gleichung hört jedoch in dem Momente, wo 
im betrachteten Punkte selbst galvanische Elemente, thermo- 
elektromotorische oder reibungselektromotorische Kräfte thä- 
tig sind, zu gelten aut*. 

88. Behufs leichterer Uebersicht, sowohl für das fol- 
gende als auch für die LectUre der Originalabhandlungen 
will ich hier die Vektoren und Componenten der verschie- 
denen Grössen, die Constanten sowie die wichtigsten Glei- 
chimgen zusammenstellen: 



Veki. Comp. 

Elektromagn. Moment St- F, O, H 
Magnetische Induktion 8 a,b,e 
Totaler elektr. Strom (£ u, v, u 
Dielektr. Polarisation 2) f, g, h 

Elektromotor. Kraft € P,Q,R 

Magnetische Kraft ^ ß, 7 

Galv. geleitet Strom St p, q, r 



Dielektrisirungszahl (Dielektrici- 
tätsconstante) k. 
Magnetisirungszahl p. 

Specifisches Leitungsvermögen C. 
Elektrost Potentialfunktion 
Magnet Potentialfunktion <f. 
Magnetismusmenge m. 

I Elektrische Volumdichte «. 

! Elektrische Flfichendichte q. 

«* 



Htfiumg d«r 
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Folgendes sind ferner die wichtigsten Gleichungen ; 

1. Fandamentalgleichungen zwischen den Grössen, 
welche die BeschaflFenheit des Feldes definiren: 



A. 

40) 



B. 

53) 



C. 

60) 



D; 

64) 



dH 

dy 

d_F 

d X 

djO 

dx 



o -5— 



5 = ^ - 






dx 

dH 

dx 

ÖF 

dy 



db 

di 

d^ 

dx 



A öe 

. da 

. db da 

ing = k{Y,-^) 
Anh = k(^Z, 

■ 



B'. 

54) 



er. 

68) 



T>\ 

67) 



.. S 


f c ) 




f6\ 


4*«= ^ 
. d 


' a ' 


dx 

d 


ll“) 


4«o=^ 




dx 






(11 


-r. 


if) 



4w/^= -k 



dt 



A I 

-*rf7 



4nk— — k 



dt 



>= -C 
q= -C 
r = -C 



dt 

dt 

d^ 

dt 



E. 63. 






l’ = J9 + 



dt' 



w — r + 



ih 

dt ■ 



65) 

66 ) 

69) 



2. Folgegleichungen derselben: 
da , db . de 



a. 



b. 



c. 



dx dy dx ^ ’ 

du , dt> , dto 
-^ + d^ + dl = °’ 



d X 



ft 

^ dx' dy dx ’ 



71) c'. 0 = 0 . 



Digitized by Google 



88 .] 



Coulomb's Geaeti Ar Magnete. 



85 



3. Gleichungen zur Bestimmung von Hüfsbegriffen : 
61) «. dH = 2ndx{f* g* k^\k, 

, dJ(ds) 



31) ß. 
28) y. 






8k 



41) S. 



51) 

«. 



•{ 



Ms) ^^+w, 

J(t) = fj{ds) = /{Fdx + Gdy + Hdx) = 
== fJ{dx) = /{dX + bdn + edp) , 



w = Ml' cos {l', x) 

V = Ml' coe (/', y) . 
uf = Ml'cos \l', x) 



47) 

48) 
C- 



X SS — ma = — 

dm 

Y = — mb = — • 

dy 

Z = — mo = — 

8x 



89. Es soll nun das Feld durch einen einzigen Sole- 
noidpol N' von der Intensität m' erzeugt sein, welcher sich 
in einem homogenen Medium befindet, während der andere 
Pol des Solenoids unendlich entfernt ist. Dann ist überall 
im Felde « = t> = t» = o. Es folgt also aus den Gleichungen 
53 (B), dass a, b, o die partiellen Differentialquotienten einer 
Funktion <p sind. Dieselbe hängt, da Wirkung gleich Gegen- 
wirkung ist und wir daher alles in Art. 79 Gesagte auch hier 
an wenden dürfen, nur von dem Punkte des Baumes ab, wo 
sich der Solenoidpol befindet, nicht aber von derBichtnng und 
Lage der Mittellinie des Solenoids. Denn wenn wir an den 
Pol N" den Südpol eines zweiten Solenoides von gleicher In- 
tensität anlegen, so ist die Summe der <p für beide Solenoide 
zusammen stets gleich Null, wie immer bei unveränderter 
Lage des zweiten Solenoides die Richtung und Gestalt des 
ersten sich ändern mag Der Werth des <p, der von dem 
ersten Solenoid allein herrührt, in einem Aufpunkte P 
ist daher für jede Gestalt und Lage desselben gleich dem 
ganz davon unabhängigen negativen Werthe des <p für das 
zweite Solenoid, woraus folgt, dass er nur Funktion der 
Entfernung PN = r des Aufpunktes vom Solenoidpol sein 
kann. Denn wäre er irgendwie von der Richtung die- 
ser Geraden abhängig, so müsste er sich ändern, wenn r 
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seine Lage gegen das (erste) Solenoid änderte nnd müsste 
sich daher auch umgekehrt in derselben Weise ändern, 
wenn die gleiche relaÜTe Lageändemng bei unveränder- 
ter Lage von r durch Aenderung der Lage des Sole- 
noides eintreten würde. Letzteres widerspricht aber dem 
vorher Bewiesenen. Da m' der Stromintensität im Sole- 
noide proportional ist, tp aber seiner Definition gemäss nur 
Glieder enthält, welche ebenfaUs dieser Stromintensität pro- 
portional sind, so können wir also setzen; 

(p m' f{r). 

Die Gleichung 65 (a des Art. 88) liefert aber sofort; 



«VW . «VW . «VW 
d»* ay» **■ a** 



woraus bekanntlich folgt; 



= 0 , 



Dadurch ist das Feld vollständig definirt. Es werde nun 
die Wirkung des Feldes auf einen Nordpol N eines zweiten 
Solenoides berechnet, der nach dem Punkte P gebracht 
wird. Dem Sinne unserer Fonnein gemäss , die immer die 
Wirkung eines bestimmten Feldes auf einen bestimmten 
Aufstrom mit Ausschluss der Wirkung des letzteren auf 
sich selbst geben, ist dabei der zweite Nordpol nicht mit 
zum Felde zu rechnen. Nach den Formeln 47 (f des Art. 88) 
wirkt dann auf den zweiten Nordpol eine Kraft von der 
Intensität mm' in der Richtung der Verbindungs- 

linien beider Pole. 

Parallel entgegengesetzte Ströme in der Entfernung Null 
heben einander auf. Da muss also das C enthaltende Glied 
der Gleichung 11, Art. 37, negativ sein, um die übrigen 
wesentlich positiven aufheben zu können; daher muss a.uch 
das Moment des einen Stromes auf den anderen negativ sein, 
weim für den letzteren die Richtung, in der er wirklich 
dnrchströmt wird, zu Grunde gelegt wird. Da dieses Mo- 
ment bei grosser Entfernung der beiden Ströme Null ist, 
muss dessen Differentialquotient nach der Entfernung (letz- 
tere wachsend gedacht) positiv sein. Daher ist die Kraft, 
welche von aussen wirken muss, um die Blntfemung ent- 
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gegengesetzter paralleler Ströme constant zn erhalten, ne- 
gativ, d. h. sie wirkt dem Wachsthnme der Entfernung 
entgegen oder die Ströme stossen sich ab. Da zwei un- 
mittelbar aneinanderstossende gleichnamige Solenoidpole 
ebenfalls entgegengesetzte Ströme enthalten, was man am 
besten sieht, wenn die Mittellinien sich continnirlich fort- 
setzen, so müssen auch diese sich abstossen. Dass obiger 
Ausdruck für die Wechselwirkung zweier Solenoidpole sein 
Zeichen wechselt , wenn einer der Pole ein entg^engesetzter 
ist, sieht man sofort. 

Fassen wir Stahlmagnete als Körper auf, in denen 
um jedes Molekül ein Elementarstrom fliesst, so ist der 
Beweis ai^ch für Magnetpole geliefert. Nur der Einfluss 
etwaiger Veränderlichkeit der Gonstante ft, von welcher die 
magnetische Induktionswirknng abhängt, kann erst studirt 
werden, wenn man die Grenzbedingungen für Flächen kennt, 
wo zwei verschiedene Körper aneinanderstossen. 

90. Es sei nun das Feld durch einen nahezu linearen 
Strom von der Gesammtintensität i und beliebiger geschlos- 
sener Mittellinie erzeugt. Dann sind bloss im Innern des 
stromführenden Drahtes u, v, w von Null verschieden. Im 
gesummten übrigen Baume sind diese Grössen gleich Null. 

Um die Aufstellung besonderer Gleichungen für die 
Oberfläche des Leiters unnöthig zn machen, setzen wir fi 
innerhalb und ausserhalb desselben gleich’ voraus. Snbsti- 
tniren wir in die erste der Gleichungen 53 (B) für b und e 
ihre Werthe aus den Gleichungen 40 (A), so erhalten wir: 

• — 4nfiu az JF — > 

wobei J das Symbol für 

^ ^ 

da* + dy* a»* 

ist Vermöge der Gleichung 71 (</) folgt also: 

72) — Anftu = jdF. 

Um die Gleichung 71 unbedenklich anwenden zu können 
müssen wir annehmen, dass die Stelle, wo sich die strom- 
erzeugende galvanische Batterie befindet, etwas weiter ent- 
fernt ist, so dass nicht diese selbst, sondern bloss die in 
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der Orahtleitung circulireuden elektrischen Ströme das Feld 
bestimmen, oder wir müssen annehmen, dass auch die Bat- 
terie selbst den Zustand des Feldes nicht weiter modificirt, 
als dies durch die daiin enthaltenen elektrischen Ströme 
bedingt ist , was keine Consequenz unserer Gleichungen ist. 
Ferner sei noch folgende Bemerkung beigefügt: Die An- 
nahme, dass in der den Leiter umgebenden Luft u = v=w = o 
ist, wird bloss erfüllt sein, wenn die Strömung im Leiter 
stationär ist oder sich doch nur sehr langsam mit der Zeit 
ändert, so dass sie während jedes Zeitmomentes als sta- 
tionär betrachtet werden darf. Sonst entstehen in der um- 
gebenden Luft dielektrische Polarisationen, deren bestän- 
dige Veränderung bewirkt, dass auch in der Luft u, v, w 
von Null verschieden sind. Da sich aber diese dielektri- 
schen Polarisationen wellenförmig mit der Geschwindigkeit 
des Lichtes ausbreiten , so kommen sie in allen Experimenten 
über Elektrodynamik und Induction nicht in Betracht mit 
Ausnahme der in der neuesten Zeit nach der Methode von 
Hertz angestellten. 

Unter allen diesen Annahmen ist also F eine Funktion, 
welche im Linem des Leitungsdrahtes der Gleichung ge- 
nügt: 

72) AF = — An fiu, 

in der umgebenden Luft überall die Gleichung AF = o er- 
füllt und im Unendlichen jedenfalls verschwindet, da ja 
dort das Feld neutral sein muss. (Eine zu F hinzutretende 
reine, d. h. von x, y, x, l unabhängige Constante würde 
übrigens nirgends in unsere Gleichungen singehen.) 
euieiuutftn Wir wissen, dass, wenn dr ein Volumelement im 
für Strömung Innern des Leitungsdrahtes ist und die Integration über 
dessen ganzes Innere erstreckt wird , diese Gleichungen 
nicht anders erfüllt werden können, als wenn der Werth 
von F in irgend einem Aufpunkte P durch die Gleichung 
gegeben ist; 

wobei r die Entfemimg des Aufpunktes P vom betreffenden 
Volumelemente dr ist. Integriren wir dieselben Gleichungen 
AF=o und 72 nach derselben Methode für den Fall, 
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dass ausgedehnte Körper in beliebiger Weise räumlich von 
£]lektricität dnrchströmt werden, so erhalten wir, wie man 
leicht siebt, die Gleichungen, welche Kirchhoff, Helm- 
holtz etc.*) für die Gesetze der Induction in räumlich aus- 
gedehnten Körpern fanden, natürlich mit den speciellen 
der Maxwell 'sehen Theorie eigenen Werthen der Con. 
stanten, welche Longitudinalschwingungen ausschliessen. 

Wir wählen als Volnmelement dt wiederum einen Cy- 
linder, dessen Axe ds parallel der Stromrichtung ist und 
dessmi Querschnitt den Flächeninhalt dq hat. Es ist dann 
nach den Gleichungen 61 (s): 

u = Ml' cos (l'i x), 

daher: 

F=. fl coi{l', x). 

Ml'dq, Uber den ganzen Querschnitt des Leituugsdrahtes 
integrirt, liefert die gesammte Stromintensität i. Zählen 
wir ausserdem noch die positive 
Richtung des Elementes ds in 
dem Sinne , in welchem der 
Strom iliesst , und bezeichnen 
die Cosinus der Winkel, welche 
ds, daher auch mit den Co- 
ordinatenaxen bildet, mit a, ß, 

Y, Fig. 25, so ist: 

Ebenso ergiebt sich: 

Hierdurch ist das Feld vollständig bestimmt imd wir denken 
uns zunächst in den Au^unkt P mit den Coordinaten x, 
y, X einen Solenoidpol von der Intensität m gebracht (Fig. 25). 
Dann sind die Componenten der Kraft , welche im Felde auf 
diesen Solenoidpol wirken , nach den Gleichungen 48 des 
Art. 88); 

') Kirchhoff, Wied. Ano. Bd. 100, S. 198 und 851, Bd. lOS, 
8. 529, 1857; Helmholtz, Borehardt’i Joomal Bd. 72, S. 57, 1870. 



Fig. 25. 
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X — — ma, Y = — mb, Z = — me. 

Nach den Gleichungen 40 (.4) ist; 

dH dO . rrfSrO/ '\ / '\T 

wobei X, y', »' die Coordinaten des Elementes ds' und tp, x, 
die Cosinus der Winkel sind, welche die positive (von ds 
gegen P gezogene) Bichtnng von r mit den positiven Coor- 
dinatenaxen bildet. 

Nun ist nach bekannten Regeln der analytischen Geo- 
metrie: 

ß = yixx-ßV’f + {•»'^-79)* + {ßfp — «X)' = aiö («i«, r) 

ß'*^ — YX— •ßcos(n, x). 

Hier bedeutet n die Richtung, welche auf ds und r senk- 
recht steht und deren Sinn, da ß also auch sin {ds, r) 
immer positiv betrachtet wird, so zu nehmen ist, dass die 
Drehung der positiven ds-Richtung in die positive r-Rich- 
tung auf kürzestem Wege weinwendig gegen die positive 
n-Richtung geschieht. Man überzeugt sich hiervon, wenn 
man ds mit der z-Äxe, r mit der y-Axe und n mit der 
z-Axe zusammenfallen lässt. Mit Hilfe der zuletzt ent- 
wickelten Gleichungen ergiebt sich; 

X— — ma — — nt fit am (ds, r)cos(n, z) 

Analoge Formeln gelten für Y und Z. Da dies die Kräfte 
sind, welche von aussen wirken müssen, um den Solenoid- 
pol in Ruhe zu erhalten, so ist die Kraft, welche der Strom 
auf den Solenoidpol auszuüben scheint, gerade so gross, 
als ob jedes Element des Stromes auf denselben die EraR 

fimids sin (d«, r) 

_ 

in der Richtung n ausüben würde. Bezüglich der Ueber- 
tragung auf Magnetpole gilt wieder das am Ende des vo- 
rigen Abschnittes über das Goulomb’sche Gesetz Gesagte. 

91. Wir betrachten genau dasselbe Feld, wie im vo- 
rigen Abschnitte. Der Aufstrom soll aber jetzt ein zweiter. 
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nahezu linearer Stromkreis von beliebiger geschlossener 
Mittellinie sein. Es empfiehlt sich jetzt, die Intensität in 
dem ersten Strome, welcher das Feld erzeugt, mit 4', ein 
Element desselben mit ds' und dessen Richtungscosinus 
mit a', /?', y' zu bezeichnen, so dass in einem Aufyunkte 
P mit den Goordinaten x, y, x die Componenten des Mo- 
menten vektors die Werthe haben: 



F: 



„i-j 



o'd«' 



Q 






ß'da' 



f'ds' 






wobei natürlich r wieder die Entfemimg des Elementes ds 
vom Aufpunkte P bezeichnet. Der Sinn aller Grössen ist 
der früher definirte; x', y’, x' sollen die Goordinaten des 
Elementes ds' sein. ' ' 

Dagegen soll i die Intenätät im Aufstrome und ds 
soll das Element desselben sein, das sich im An4>unkte P 
behndet. Die Go- a«: 

ordinaten dieses Ele- 
mentes sollen mit x, 
y, X, seine Bichtungs- 
cosinus mit a, ß, 

Y, seine Projectio- 
nen auf die drei Go- 
ordinatenaxen mit 
dx, dy, dx bezeichnet 
werden (Fig. 26). 

Das Moment des 
Elementes ds setzt 
sich nach Formel 
41 {3 Art. 88) ans den Momenten der Projectionen zusam- 
men und ist daher: 

J{ds) = Fdx + Ody -|- Hdx = ds{Fa + Oß + Cy), 
das Moment des ganzen Aüfetromes aber ist: 

J(s) = fds{Fa + Oß + Hy). 

Substitnirt man für F, ö, fl" die obigen Werthe und be- 
zeichnet den Gosinus des Winkels der beiden Stromelemente 
ds und da’ mit 

er =x ««' -j- ßß' + yy', 

so wird also: 
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78) 

Nach Gleichung 28 (y Art. 88) ist somit die im AnÜBtrome 
inducirte elektromotorische Kraft gleich 



74) 







udsda' 

r 









was mit den bekannten Gesetzen der Induktion überein- 
stimmt. Wir haben also die Abh&ngigkeit des wechsel- 
seitigen Induktionscoefficienten von den Dimensionen der 
beiden Stromleiter gefunden, denn wir sind jetzt wieder zu 
dem in der vierten und fünften Vorlesung behandelten Falle 
der Wechselwirkung zweier geschlossener Ströme zurückge- 
kehrt und sahen schon in der siebenten Vorlesung (Schluss des 
Art. 64), dass unsere jetzigen Grössen J(s), i, i genau dasselbe 
sind, was dort mit CT,, l\, bezeichnet wurde. Da ferner die 
beiden Selbstinduktionscoefficieuten A und B nach der be- 
kannten Methode gefunden werden können , dass man unter 
ds und ds' zwei Ellemente eines und desselben Stromleiters 
versteht und dann noch durch zwei dividirt, so ist hierdurch 
die nothwendige Ergänzung der Gleichungen 16, Art. 48, 
geliefert. 



Elfte Vorlesung. 

Ampöre’s Gesetz. Elektrische Schwingungen. 
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92. Die Gleichung 73 liefert auch die ponderomotorischen 
Kräfte, welche der das Feld bestüiunende Strom auf den 
Aufstrom ausübt. Wir haben nämlich nach der Gleichung 31 
{ß in Art. 88) für die ponderomotorische Kraft, welche auf 
irgend einen Parameter k durch das Feld (nicht die Wirkung 
des Aufstroms auf sich selbst) ausgeübt wird; 



K{8) 



-l’ 



aj(») 

dk 



Die gesammte Arbeit aber, welche geleistet wird, wenn 
jeder Parameter eine Variation Sk erfährt, ist nach Glei- 
chung 32 Art. 69; 
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2 K{s)Sk = _ 2 

Es ist nicht nothwendig, den Querschnitt des Anf- 
stroms nochmals in einzelne Qnerschnittselemente zu zer- 
legen; wir betrachten daher den Querschnitt als Ganzes 
und l' ist die gesammte Stromintensität t. Wir könnten 
den Auistrom parallel zu sich selbst in der Richtung der 
drei Coordinatenaxeu um Sx, resp. Sy und Sx verschieben. 

Würde dabei J{s) um S^J, SyJ, wachsen, so wären die 
Quotienten: S^J-.dx, S^J-.Sy, S,J: 8x die drei Kräfte, welche 
auf den Aufstrom als Ganzes in den drei Coordinatenrich- 
tungen wirkten. Allein damit wären nicht die Drehmomente, 
welche er erfährt, ebensowenig die Kräfte, welche sich seiner 
Gestaltverändemng entgegensetzen, gefunden. 

Um das Problem daher allgemein zu lösen, müssen 
wir jedem Elemente ds des Au&troms drei von einander un- 
abhängige Verschiebungen Sx, Sy, Sx in den drei Coordi- 
natenrichtungen ertheilen, wobei wir bloss, um Gleitstellen 
zu vermeiden, die GesammÜänge s = /d« als unveränderlich 
betrachten. Wir können dann ds unvarürt lassen. Dann 
ist also die gesammte Arbeit: 

75) 

Der andere Stromkreis s' bleibt dabei selbstverständlich 
ganz unverändert. Nehmen wir an, die gesammte Wirkung, 
welche der Stromkreis « erfährt, könnte dadurch ersetzt 
werden, dass auf jedes Element ds eine Kraft wirkte, welche 
nach den drei Coordinatenaxen die Componenten dX, dY, 
dZ hat, so müsste diese Arbeit gleich: 

76) fidXSx^ dYSy Jr dZSx) 

sein. Die Gleichsetzung beider Ausdrücke liefert mit Rück- 
sicht darauf, dass aUe Sx, Sy, Sx unabhängig sind, die sokk«. 
Kräfte dX, dY, dZ. 

Bezeichnen wir das Doppelint^ral im Ausdruck 75 
mit D, so ist: 

77) SD==fJdsds'~^+fJdsds'^. 
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Drückt man r iurch ar, y, z, y', *' aus, so wird das 
erste Glied gleich einer Sunune dreier Glieder + J?, 
-J- E., wobei: 






dsda' ~ aSx '. 



und Ey und E^ hieraus durch cyklische Vertauschung von 
Vi gefunden werden. Ferner findet man leicht: 



a — 






dx 

57' 

d»' 



dx 

r = Ts' 



, dx 

P ds'’ 
, dx' 



y = 



y - y 

r 



tfi = 



dr 
' dz 

dr 
■ dy 

dz 



dr 

^ - 

dy'’ 

d*'» 



dz dz' ^ d^ dz dz' 
d« d*' d» d«' ‘ d» ds' ’ 



wobei a, ß, y; t/, ß', 9 p, x, xfß die Kichtungscosinus von 

ds, ds', r sind (s. Fig. 26 Art. 91). Es ist wohl zu beachten, 
dass man bei Differentiation nach s' nur auf der Gurre 
fortschreitet, daher z, y, z constant bleiben ; bei der * nach s 
und bei der durch S angezeigten Variation dagegen bleibt x, 
y‘, X unverändert. Hiernach ist auch das letzte Glied der 
Gleichung 77 eine Summe Fj + Fj + F,, wobei wieder F, 
und Fj durch cyklische Vertauschung aus Fj entstehen und: 

^ ^ r rdsdJ' dx' gdx ^ r rdsds' dx'dr'^^ 

* JJ r ds’ ds ^ JJ r* ds' ds 
ist, wie die partielle Integration nach s lehrt, da ja bei 
einer geschlossenen Curve die Ausdrücke für beide Inte> 
grationsgrönzen sich aufhehen! 

Das letzte Integral findet man leicht folgendermaasaen. 
Es ist identisch: ‘ ' 



■ d f x~x' dr\ 

ds' \ r* ds) ~ r* 



+ 



dx’ dr 
ds' ds 
X — x' <Pr 



- 2 



X — x' dr dr 
r* ds ds' 



' dsds’ ^ , 

und da die linke Seite über eine geschlossene Curve in- 
tegrirt verschwindet, folgt: 

’8) /$-'f + 
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Nun ist wegen r* = {x — + (y — y')* + (* — x')*- 



»■dj = (y-y)d7 + 

wobei Q der Cosinus des Winkels zwischen ds und der von 
ds' gegen ds gezogenen r-Richtung ist. Differentiirt man 
nochmal, indem man auf der Gurre «' um ds' fortschreitet, 
so wird; 

dsds' ds ds' ds ds' ds ds' ds ds' ^ 



Die rechte Seite der Gleichung 78 geht daher über in: 




„ dr dr\ x — z' 

° dl dP) ~ r* ’ 



und da man, wenn p' der Cosinus des Winkels zwischen 
ds und der von ds' nach ds gezogenen r-Richtung ist, ana- 
log mit dem für p gefundenen Werthe hat dr '.ds' = — p', 
so liefert die Gleichung 78; 






Multiplicirt man diese Gleichung mit dsSx, integrirt 
nach 8, so erhält man F■^■, addirt man noch E^ dazu, so 
folgt unter Berücksichtigung der für und gefundenen 
Werthe: 



E^ == JJ dsds' (3 p p' - 2 ff) Sx. 

Der Gesammtwerth von SD entsteht, wenn man hierzu 
noch E^ -f F^ und + F^ addirt, welche hieraus durch 
cyklische Vertauschung von x, y, z entstehen und d^er 
bloss Sy und Sz enthalten. Setzt man die Summe dieser 
Ausdrücke in 75 ein und das Resultat dem Ausdrucke 76 
gleich, und vergleicht bloss die Sx enthaltenden Glieder» 
so folgt also: 

dX = fiii'dsfds'(2(T-3pp')^-~ 
ds' 

(2ff — 3pp') cos {r, x). 

Ganz analoge Ausdrücke ergeben sich für d¥ und dZ. 
Dies sind dem Siime unserer Gleichungen nach die Elräfte, 
welche von aussen wirken müssen, um den Anfstrom in Ruhe 
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ZU erhalten. Alle ins Spiel kommenden Kräfte werden also 
erklärt, wenn man annimmt, dass je zwei Stromelemente da 
und da' in der Bicbtung ihrer Verbindungslinie eine schein- 
bare Anziehung von der Stärke; 

79) 

auf einander ausQben, worin man das allbekannte Am- 
pfere’scbe Glesetz wieder erkennt. 

Dazu kommt noch, dass unsere Gleichungen auch, wie 
man ohue Schwierigkeit erkennt, die Gesetze der Stromver- 
zweigung und stationären Strömung in Flächen und Körpern 
und wie wir in der nächsten Vorlesung sehen werden, dazu 
noch die gesammte Elektrostatik ohne neue Hypothesen 
liefern. Vergleicht man daher unsere Methode mit der 
Amp^re’s imd seiner Nachfolger, so muss man gestehen, dass 
Maxwell aus minder zahlreichen und natürlicheren Hypo- 
thesen eine grössere Fülle von ßesultaten gewinnt, dass also 
auch schon von diesem Gesichtspunkte allein die Maxwell’- 
sche Theorie der alten vorzuziehen wäre. Aber sie hat noch 
grössere Vorzüge. Erstens haben ihre Gleichungen eine weit 
einfachere und naturgemässere Form. Links steht daselbst 
immer der Differentialquotient einer Grösse nach der Zeit, 
rechts Funktionen der augenblicklichen Werthe der Grössen. 
Sie geben uns also ein klares Bild, wie durch die augen- 
blicklichen Werthe die Veränderungen jeder Grösse bestimmt 
sind, während die alten Gleichungen vollkommen ungeordnet 
und daher auch viel unbequemer für die Berechnung aller 
Probleme sind, ausser deijenigen, für welche sie specieU 
zugeschnitten wurden. 

Zweitens sahen wir aber, dass die alten Gleichungen 
nur für stationäre oder wenigstens nahe stationäre Elektri- 
citätsströmung gelten. Bei sehr raschem Wechsel der 
Stromiutensität gelten gsmz andere Gesetze, zu denen wir 
in Art. 94 übergehen werden. Um hier nur ein Beispiel zu 
erwähnen, würde ein momentan in einem Draht oder Draht- 
elemente entstandener Strom auf einen zweiten so lange gar 
nicht wirken, bis nicht die mit der Lichtgeschwindigkeit 
von ihm ausgehenden elektrischen Wellen den zweiten Strom 
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erreicht haben und auch dann würde die Wirkung in den 
ersten Momenten uoch viel complicirteren Gesetzen folgen, 
bis der Zustand stationär geworden ist, wo dann erst das 
Ampere’sche Gesetz gilt.’) 

93. Wir kommen nun wieder auf die Betrachtungen 
des Artikels 42 zurück. Wir dehnirten dort die (mag- 
netisch) gemessene Stromintensität eins als diejenige, welche 
einen unendlichen geraden Draht durchfliessend auf die 
Längeneinheit eines zweiten vollkommen gleichen, gleich- 
durchströmten, parallelen, in der Distanz eins befindlichen 
Draht die Kraft 2 ausübt. Wir fanden dies, indem wir 
die Anziehung zweier Stromelemente gleich: 

♦ % Hs Hs .rt u * 

. ^„.(2ff_3(yp) 

setzten. Wir können auch umgekehrt schliessen, dass das 
Ampere’sche Gesetz, wenn wir im betreffenden Medium 
die Stromstärke so definiren, diese Form haben, also: 

79) • ^=1 

sein muss. 



94. Wir gehen nun zur Betrachtung derjenigen Gruppe 
von Erscheinungen über, welche den Gegensatz zu den 
bisher betrachteten bilden, nämlich zu dem Verlaufe der 
mit der Lichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden elektrischen 
Gleichgewichtsstörungen, welche ebenso gut in Nichtleitern, 
wie in Leitern, ja in ersteren weit ausgiebiger, weil nicht 
gedämpft, auftreten. üm die Theorie dieser neuen Gruppe 
specieller Fälle aus unseren allgemeinen Gleichungen her- 
zuleiten, verfahren wir wie folgt. 

Wir schliessen wieder die Betrachtung derjenigen Stellen, 
wo gerade elektromotorische Kräfte thätig sind, aus. Wir 
baben dann im homogenen Medium die Gleichungen 54, 68, 
87 und 71 (B, C, U und'o' in Art. 88) anzuwenden. 

Die Substitution der Werthe 40 (.4) in die erste der Glei- 
chungen 53 (B) liefert uns unter Berücksichtigung der Glei- 

') Ueber einen etwM venteckteren Vorzug der Maxwell scheu 
Theorie vergl. Hertz, Wied. Ann. Bd. 28, S. 84, 1884. 

BoltsuiftQn, VorlMunfen. 7 
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ohung 69 und 71 (o und c) g«nau wie in der vorigen Vor- 
lesung Art. 90 die schon dort gefundene Gleichung : 

72) *■ A%(ilu= — ÄF. 

Nach den Gleichungen 63, 68 und 69 {E, C, IT) aber ist, 
wie wir schon in Art. 87 unmittelbar nach Ableitung der 
Gleichung 68 fanden: 

, df ^dF k d*F 

' ^ dt dt in dt* 

Dies in Gleichung 72 substituirt liefert uns zunächst 
die Gleichung für die Wellen der Grösse F: 

Qm , <^F , . „dF d*F , cPF , d*F 

80 ) fik -^,+ 4nfiG-^ = • 

Es ist bequem / .einzuführen, indem man mit A; multi- 
plicirt, dann nochmals nach t differentiirt und für kdFidt 
seinen Werth aus den Gleichungen 68 ^C') substituirt. Dies 
liefert : 

81 ) rf# - t/ar» + dy* + 

Dieselbe Gleichung nur p oder u für f substituirt (wir 
wollen sie die Gleichungen 82 und 83 nennen und behufs 
Raumerspamiss gar nicht anschreiben), erhält man übrigens 
aus 80, die erste wenn man mit C multiplicirt., nach t diffe- 
rentiirt und die Gleichungen 67 {JJf) beachtet, die zweite allge- 
meinste folgendermaassen : A) man multiplicirt die Gleichung 
80 mit C und differentiirt einmal nach t, B) man multiplicirt 
dieselbe Gleichung mit k\4'it und differentiirt zweimal nach 
t, C) man addirt beide Resultate , D) man berücksichtigt, die 
Gleichung 68, 67, 63 (C, U, E). Dass jede dieser Glei- 
chungen ihr Analogon für die y- und x-Axe hat, bedarf 
kaum der Erwähnung. 

Für u,.v, tv und F, 0, H hatten wir die Gleichungen: 
du . dr . die 



66 ( 6 ) 

71 ( 0 ') 



dr 

dx ' dy dx 



= 0 . 



dx 



dy ^ dx 



9 . 



Die beiden analogen Gleichungen (är f, g, h und p, 
r finden wir, wenn wir die letzte Gleichung nach t diffe- 



rentiiren und einmal mit k‘, das andere Mal mit C molti- 
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pliciren; das erste Mal haben wir dann noch die Werthe 
68 ((7'), das sweite Mal die 67 (IX) zu substituiren und er- 
halten : 



84) 



^ ^ dA 

dx dy ^Sx 



= 0. 



85) 



^ ^ ^ = 0 . 
dx ^ dy ^ dx 



Dass die G-leichnngen 80 , 81 , 82 und 83 den allge- 
meinsten Fall einer Wellenbewegung mit Dispersion (ver- 
schiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeit fUr verschiedene 
Schwingungsdauer) und Absorption (Abnahme der Amplitude 
während der Fortpflanzung) darstellen, ist bekannt. 

Die Gleichungen 66, 71, 84 und 86 zeigen, dass die 
Wellenbewegung transversal ist. In der That, betrachten 
wir zuerst Planwellen, die in der Richtung der »-Axe fort- 
schreiten, setzen wir also voraus, dass sämmtliche Grössen 
nur Funktionen von z und t sind, so liefern die Gleichungen 
66, 71, 84 und 85: 



Sh 8u! _ Sr SH Q 

dx dx dx dx 

Andere Coordinaten, als die z-Coordinaten sollen aber 
in diesen Ausdrücken überhaupt nicht enthalten sein. Be- 
rücksichtigt mau dies bei Betrachtung der Gleichungen 80 
bis 83 , so findet mau aus diesen Gleichungen , wie wir es 
in Artikel 87 für 0 bewiesen , dass überhaupt h = w = r 
= H = 0 sein muss. W'eder Strömung noch dielektrische 
Polarisation noch elektrische Kraft können also eine Com- 
ponente in der Fortpflanzungsrichtung der Wellen haben. 
Sind die Wellen nicht plan, so können sie doch in einem 
sehi’ kleinen Bezirk im Allgemeinen immer als plan be- 
trachtet werden; sie werden also wieder, etwaige singuläre 
Stellen ausgenommen , in jedem kleinen Bezirke trans- 
versal sein. 

Die Gomponenten in den beiden auf der F'ortpäanzuugs- 
richtung senkrechten Richtungen sind aber vollkommen un- 
abhängig von einander. Was wir uns immer unter f, g, 
h, p,., verstellen mögen, jedenfalls können wir senkrecht zum 
Strahle Linien aufgetragen denken, deren Längen in jedem 

7 * 
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Augenblicke die Werthe dieser Grössen darstellen.^ Die 
Endpunkte dieser Linien werden dann ganz die Bewegungen 
machen, die wr den Aethertheilchen in lineai' polarisirten 
Lichtstrahlen zuschreiben. Die Endpunkte der Linien 
aber, welche bei elektriscfien Wellen, die in der s^Riohtung 
foilschreiten , Grösse und Richtung der Gesammtpolarisation 
yp + 9* «Ißr Gesammtströmung }/<«* + v* etc. dar- 

stellen, werden sich ganz so bewegen, wie Aethertheilchen 
im elliptisch oder circularpolarisirten Lichte. 

, 96. Betrachten wir zunächst vollkommene Isolatoren; 

dieselben werden am bei}uemsten durch die dielektrischen 
Polarisationen f, g, h charakterisirt. Da für dieselben 
C’ = 0, so erhalten wir: 

86) kfi = Af, kfi Pß = Jfir, 

Es sind dies genau, nur in anderer Weise begründet, 
die Gleichungen, von denen man in der alten Optik aus- 
geht. Die Theorie aller optischen Phänomene, die Dioptrik 
(vergl. Kirchhoff’s Vorlesungen über Optik), das Huy- 
gens’sche Princip, die Interferenz-, Beugungs- und Polari- 
sationaerscheinnngen könnten <also hier gerade so ange- 
schlossen werden, wie man sie in jedem Lehrbache der 
Optik findet. Wir wollen nur ein paar Bemerkungen über 
Planwellen machen, die in der »-Richtung fortschreiten. 

Für diese folgt aus den Gleichungen 80), dass f und 
g von einander unabhängige Funktionen von 
sind. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist also für alle 
Schwingungsdauern dieselbe und hat den Werth: 

87) 

Aus den Gleichungen 68 {C) folgt: . . , 




und aus den Gleichungen 40 (A): 



fc = 



4n 

T 



dx 




Analoge Werthe haben natürlich ü und a. 



Wenn also: 
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/■ = A sin 


f2nt 2nx' 

V * 1 / 


|. 


p = 0 ist, so wird : 

m 2J.T 1 

__cos| 




2nx\ 


Ö - 0, 


b = sin 1 


(2nt 


_ 2^), 


a = 0, 


Vk 1 


{ f 


1 } 





Die Schwingungen dee Momentenvektors erfolgen also 
in derselben Ebene wie die der dielektrischen Polarisation 
mit um r;4 verschobener Phase, die Schwingungen des 
Induktionsvektors mit gleicher Phase in derjenigen durch 
den Strahl gezogenen Ebene, welche senkrecht auf der 
Schwingungsebene der frllheren Grössen steht*) 

96. Wir wollen nun in der Sichtung der ^-Axe fort- 
schreitende Planwellen in Halbleitern, oder besser in leiten- 
den Dielektricis behandeln. Zur Charakteristik derselben be- 
stimmen wir wieder f\ g h, wofür jetzt die allgemeinen Glei- 
chungen 81 gelten. Die Methode, wie selbe gelöst werden, 
ist bekannt. Man bestimmt ein partikuläres Integral, indem 
man setzt: 

2n . k - ' ' 

r= Äe ' 

worin A, t, t] Constante, t = ]/— 1 ist. Die Substitution 
liefert ohne Weiteres, wenn man mit Vg = l ‘.ykfi die Ge- 
schwindigkeit der Wellen in einem Medium bezeichnet, für 
welches k und /i dieselben Werthe hätten, aber (7=0 wäre: 






,/* = 



2n’ , I / \67i*G*(t* 

~ V “ ’ 

2n* , 7l6ii«CV 

t« + 1/ 1« F<,‘ + ■ 



Ein reelles partikuläres Integrale ist der reelle Theil 
der Exponentielle, welcher liefert; 

f = Ae cos I— j — I- fixj . 



>) M« zwell, treat on «1. vol. II. art. 790. Schalk, Arch. uerl. 
t 21, p. 406, 1886. 
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Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit; 

Für kleine Werthe von C würde dies liefern: 

TT 

*'o 2 ■ 

Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit abhängig 
von der Wellenlänge oder Schwingungsdauer; wir haben 
Dispersion. 

Da nur der negative Wertli von | physikalisch denk- 
baren Grenzbedingungen genügen kann, sinkt die Amplitude 
in einer Schicht von der Dicke eins auf das fache, in 
einer Schicht von der Dicke einer Wellenlänge um das 
fache. Für kleine C ist: 

i = 2nCfiV^, |Ft = 23iC/i 

Wir haben also Absorption. 

Freilich ist das hier gefundene Gesetz der Abhängigkeit 
der Dispersion nicht in Uebereinstimmnng mit der Ekfahrung. 
Es kann dies auch nicht anders sein, da, wie die Absorp- 
tionsspectra beweisen, hier nicht eine gleichmässige schwache 
Leitungsfähigkeit der ganzen Substanz, sondern eine Ein- 
lagerung kleiner leitender Körperchen in einen Isolator, 
welchem ganz bestimmte Eigenschwingungen zukommen, 
wirksam sein muss. Da imsere Gleichungen den Schwin- 
gungsgleichuugen elastischer Körper ganz analog sind, so 
lässt sich darauf auch eine ganz analoge Absorptions- 
und Dispersionstheorie, wie in der alten Optik, aufbauen 
(s. Literaturübersicht); doch will ich hier darauf nicht ein- 
gehen und begnüge mich nachgewiesen zu haben, dass die 
Theorie schon auf unserem Standpunkte wenigstens qualitativ 
den Zusammenhang zwischen Absorption und Dispersion 
wiedergiebt. 

Ich bemerke noch, dass Maxwell eine ganz andere 
Erscheinung, die er auch elektrische Absorption nennt und 
die ich einmal dielektrische Nachwirkung genannt habe, eben- 
falls ans der Annahme erklärt, dass in Isolatoren besser 
leitende Partikelchen eingelagert seien. Auch auf diese in- 
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teressante Theorie, welche Lodge durch ein sinmeiches 
Modell erläutert , kann ich hier nicht näher eingehen. 

Für nicht dielektrisch polarisirbare Leiter, wenn es solche 
überhaupt gieht, wäre k = f = g = A = 0. Wir könnten also 
die Gleichung 81 nicht verwenden. Da aber die Gleichungen 
82 und 83 ganz dieselbe Form haben, so bleibt also auch 
die Integrationsmethode dieselbe; es wird in den vorher- 
gehenden Formeln A = 0 , = oo ; p aber tritt an Stelle 

von f. Die Gleichungen stimmen dann vollständig mit denen 
überein, welche Fourier für die Wärmeleitung fand; die 
Elektricität bewegt sich daher in Leitern nach denselben 
Gesetzen wie die geleitete Wärme. *) Die Formel .88 liefert 
für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit den Werth: 

F= IrVCpr. 

Die Amplitude reducirt sich bei Durchwanderung der 
Längeneinheit auf den fachen Werth; also, da 

die Wellenlänge k= Vx= ist, bei Durchwanderung' 

einer ganzen Welle auf den e fachen Werth. Obwohl 
hier natürlich A die Wellenlänge im betreffenden Medium 
ist, die von der in der Luft total verschieden sein kann, 
so sieht man doch, dass schon in sehr dünnen Schichten 
die Wellenbewegung vollkommen erlischt. Während also die 
stationäi'e Strömung sich wesentlich auf das Innere der Leiter 
beschränkt, ist umgekehrt diese Wellenbewegung wesentlich 
auf das Innere der Isolatoren beschränkt und dringt in die 
Leiter kaum ein. Doch scheint die Theorie der Schirm- 
wirkung der Metalle gegen die Hertz’scheu Schwingungen'*) 
sowie die Anwendung auf Kundt’s Bestimmung der Bre- 
chungsquotienten der Metalle noch grosse Schwierigkeiten 
zu haben. 



') Lodge, Phil. mag. December 1876. 
•) Maxwell, treatise voL II. art. 801. 
’l Ebendort vol. II. art. 647. 
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97. Wir kommen nun aum schönsten, aber schwie- 
rigsten Kapitel der Maxwell’schen Theorie, zur Lehre von 
der statischen Elektricit&t. Die alte Elektricit&tetheorie 
macht sich dieselbe leicht. Sie stellt einfach die betreffen- 
den Gesetze als Erfafarungstfaatsacben an ihre Spitze. Hier 
aber müssen wir sie als letzte Consequenzen aus unseren 
Gleichungen ableiten. 

Damit wir überhaupt freie Elektricität erhalten , müssen 
in dem Medium einmal äussere elektromotorische Kräfte 
gewirkt haben. Wir müssen daher zunächst auf die all- 
gemeinen Gleichungen 6ü und 64 zui'ückkommen. Wir 
Anden zunächst aus den Gleichungen 60, 63 und 64 {C, 
D,E): 

ku^kp + k^^=h^^-kC^ + kCX, 

= k^^ + AnCf+kC{X,-X,). 



Bildet mau zwei analoge Gleichungen für kv und kw, diffe- 
renzirt die erste partiell nach x, die zweite partiell nach y, 
die dritte partiell nach x und addirt, so erhält man unter 
Berücksichtigung der Gleichung 66 (b): 

89) Ä^^-f4«(7£ = |, 



wobei 

90) 




dg 9h 
9y 9x 



I 



und ausserdem im homogenen Felde: 

^ . Ö(z;-2;)1 

[ a» ■" + -dT~ 



ist. Setzt man ferner: 



Digitized by Google 




97.] 



Oleicbuug der fireien ElektricitSt 



106 



91) 



dx^ dy^ dx 



> 



so Andet mao aus 63 {E): 

92) 5^ + ö = o>) 



fdC(J5,-x,j öOfy,-x,> 

+ dy^ dt 



'J 



') Im inhomogenen Felde ergiebt lich: 

^ " L ' dx ^ 

für 6 und & erhält man in ganz ähnlicher Weise: 

H- 4nCa = C " f 4- ^ 

dt ätl ox dy ox J 

.Sdp d fk\ ^ ö / ^ \ dr S / ^ \1 

iät dx\c) dt dy[cj dt dx \ C ji 

,rf»« , ^d0 d /, ,dX,\ a /, .äY;\ 



d I. . dZt\ , dFdC 

^(4nC^, + * -^ 7 ) - *^-äJ Bi 



4n 



i2. ^ 

dt dy 



^ ^ ^ d* _ ^ fl k 

dt' dx dt* dy dt* dx 



, dB dC 

ä"" 

dt dx 



Die Gleichung 92 rcsp. die daraus für die Trennungsfläche eines Lei- 
ters und Nichtleiters folgende versinnlicht Poincarä in seiner £U»e- 
tricite et optique, p. 18, indem er f, y, h als die Componenten der Ver- 
schiebung der Theilchen eines Fluidums (des fluide indueteur)^ p, q, r 
aber als die Geschwindigkeitscomponenten der Theilchen eines zweiten 
Fluidums auffasst. Oie in Bede stehende Gleichung besagt dann, 
dass ans jedem Voinmelemente von dem einen Fluidum ein gleiches 
Volumen ein-, als von dem anderen austritt, dass also beide Fluida 
fdr einander undurchdringlich sind. Wir können dann nach Hertz’s 
Vorgang 

«V <1^ 

dx dy dx 



als die Dichte der wahren, dagegen 





'■'1 , ^ l9 


r\ . d fk 




dx\k 


~) ^ 9y(i 


r) + fl»(i 


r) - V. 



als die Dichte der freien Elektridtät bezeichnen. Fttr Istntere hat man : 
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[ 98 . 99 . 



DichU dtr 
KlektriätiiL 



Leiltr^ 

laU/rtn, 



98. Aehnlich wie wir schon für 0 in Art. 87 die 
Gleichung 70 fanden, folgt ans 89 für den Fall, dass 
keine äusseren elektromotorischen Kräfte wirken, also: 

1 = 0 
ist; 

93) 

f = (7j e 

Wir können daraus einen ähnlichen Schluss, wie damals 
flir 0, nun auch für e ziehen. Falls sich das Medium ein- 
mal in dem neutralen Zustande, wo nirgends weder elek- 
trische, noch magnetische Kräfte wirkten, befunden hat und 
seitdem in einem Punkte desselben keine äusseren elektro- 
motorischen Kräfte wirksam waren , muss daselbst C'j = s = o 
sein. Dies gilt auch, wenn immer X, = A^, r, = Y„ 
Zj = Zg war, d. h. wenn, wie die elektromotorischen Kräfte 
der Induktion, so auch die äusseren elektromotorischen 
Kräfte gleichmässig auf die dielektrische Polarisation und 
die galvanische Strömung gewirkt haben. Haben dagegen 
anders beschaffene äussere elektromotorische Kräfte gewirkt, 
so kann und wird im Allgemeinen t einen von Null ver- 
schiedenen Werth haben. 

Wir wollen schon jetzt, natürlich ohne dabei an irgend 
etwas Materielles zu denken, die Grösse « als die Dichte 
der (wahren) Elektricität im betrachteten Punkte bezeichnen. 
Ist dann dr ein Voluinelement, welches diesen Punkt ent- 
hält, so nennen wir sdr die gesammte in diesem Volum- 
element enthaltene Elektricität. 

99. In dem Augenblicke, wo die äusseren elektromo- 
torischen Kräfte zu wirken aufgehört haben, wird wieder 
die Gleichung 93 gelten, es wird also « in geometrischer 
Progression und zwar um so rascher abnehmen, je grösser 



h + 4n ö 6 f • 



in I , dC 
~ T V öx 



dO bC , 



_ 2 W öi 
k bx 



bk dg bk dh bk\ 
bx"^ dt by^ dt bx) 



, aC(Z,-Z.) , ÖO(Y.-Y.) , bO{Z,-Z,) 

+ H T.- + 



bx 



dy 



.bx 
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die Leitungsftjiigkeit C und je kleiner die Dielekrickätscon- 
stante k ist. . Im vollkommenen, nicht dielektrisirbaren Leiter, 
wo k = o ist, muss daher durchweg f = g = h — o ange- 
nommen werden und es kann sich nach der Maxwell’schen 
Theorie in dessen Innern keine freie Elektricität entwickeln. 
Nur im vollkommenen Isolator, wo (7 = o ist, haben wir 
nach dem Aufhören der äusseren elektromotorischen Kräfte 
e = Cj, die etwa entwickelte Elektricität bleibt also in je- 
dem Punkte unverändert; sie kann nicht entweichen. Nur 
unter dieser Bedingung ist also dauerndes Auftreten freier 
Elektricität im Innern eines Körpers möglich. 

100. Obwohl wir die Gleichungen, welche an der Ober- 
fläche, wo zwei Körper aneinander gi’enzen, im Allgemeinen von 
unseren Betrachtungen ausgeschlossen haben , so sollen hier 
doch die folgenden, darauf Bezug habenden Bemerkungen 
Platz finden. Wir denken uns solche Grenzflächen immer 
als continuirliche , aber äusserst dünne Uebergangsschichten 
und nehmen daher an, dass /j g, h, u, v, w, p, q, r sammt 
ihren ersten Ableitungen als überall coutinuirlich betrachtet 
werden können. Wir wollen nun den Vektor der dielek- 
trischen Polarisation mit 2), den der totalen elektrischen 
Strömung mit 6, den der galvanischen Strömung mit JJ be- 
zeichnen (s. Art. 88). Dies sind also vom Punkte, um dessen 
f, g u. 8. w. es sich handelt, aus gezogene Gerade, deren Pro- 
jectionen auf die drei Coordinatenaxeii f, g, h, resp. u, v, w; 
p, q, r sind. Wir wollen weiter mit är das Volumelement 
eines beliebigen Systems S von Körpern bezeichnen, welches 
rings von einer in sich geschlossenen Fläche o umschlossen 
wird, do sei ein Element derselben, n die an dasselbe 
nach aussen gezogene Normale. 

Wir berechnen nun nach dem Vorgänge Hertz’s das 
Integrale 

wobei die Integration über den ganzen Raum zu erstrecken 
ist, der von der Fläche o umschlossen wird. Substituiren 
wir für s und 0 die Werthe 90 und 91, integriren die nach 



Vnterttöv 
b<trktit dtr 
eUJUrücfun 
Quantität, 
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flOl. 102. 



Her KMUri- 
citai an der 
Oh ^ r fi d^ 
«in$» LeUtr». 



X differenzirten Ausdrücke partiell nach x and verfahren 
ebenso mit y und * , eo erhalten wir in bekannter Weise :‘) 



d 

dl. 



J.äT--fl>dr. ~ do® COS (®, n) 
= J'dofi cos (Ä, n). 



101. Sei zunächst das System .S' rings vom freien Aether 
umgeben , der sich in sehr grosser Entfernung im neutralen 
Zustande befindet, so kann die Fläche o so construirt 
werden, dass jedes Element derselben in Aether von neu- 
tralem Zustande liegt. Dann werden ® und in jedem 
Elemente do den Werth Null haben. Es ist folglich: 

^JedT = o.- 



Die gesammto, im System enthaltene Elektricität kann 
sich also nicht ändern. Wird durch äussere elektromoto- 
rische Kräfte in einem Punkte Elektricität erzeugt , so 
muss immer dafür an einer anderen Stelle ein gleiches 
Quantum der entgegengesetzten Elektricität auftreten und 
man bemerke wohl, dass alles dies, sowie auch alles noch 
folgende nicht etwa Postulate sind, die wir der Erfahnmg 
entnehmen, sondern lediglich Consequenzen unserer Glei- 
chungen, die sich in der Erfahi'ung bestätigen. 

102. Sei nun da-s früher betrachtete System S ein 
System von leitenden Körpern, die rings von beliebigen, 
im Endlichen liegenden Isolatoren umgeben sind, in denen 
die Fläche o verläuft. Dann ist ebenfalls in jedem Flächen- 
elemente derselben p=^q = r = d = St = o, und man ge- 
langt wieder zu dem Resultate, dass die gesammte Menge 
der Elektricität in dem Körpersysteme unveränderlich blei- 
ben muss. 

Haben die äusseren elektromotorischen Kräfte zu wir- 
ken aufgehört, so gilt dann im Innern eines jeden mit Lei- 
tungsfähigkeit begabten Körpers die Gleichung 93; die da- 



‘) Veigl. KirchhofFt Vorlasungen über Mechanik, 3. Anfl. 
S. 112. 
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selbst ursprünglich etwa vorhandene Mektricität nimmt also 
je nach der Leitungsfthigkeit rascher oder langsamer ab. 
Endlich tritt Gleichgewicht ein; dann kann dieselbe nur 
mehr in vollkommenen Isolatoren und an der Oberfläche 
der leitenden Körper angehäuft sein, wo wir das Vorhan- 
densein ganz dünner Schichten annehmen, in denen die 
Grössen k, C und ft variabel sind, weshalb die Gleichung 93 
nicht gilt. 

Wir wollen diese Schichten als die geladenen Ober- 
flächen bezeichnen. Die Gesetze, nach denen sich die Elek- 
tricität im Zustande des Gleichgewichts daselbst ausbreitet, 
und die pouderomotorischen Kräfte, welche bei Elektricitäts- 
ansammlung in Isolatoren und auf der Oberfläche von Lei- 
tern auilreteu, bilden das Object der Elektrostatik ; denselben 
sollen im Folgenden noch einige Betrachtungen gewidmet 
werden. 

103. In dem Gleichgewichtszustände, welchen wir jetzt 
betrachten, haben alle elektrischen Ströme aufgehört. Es 
ist also: 

df' dg dh 

= ■P = ^ ^ 

Es ist alles stationär geworden". Wenn man folglich zu 
verschiedenen Zeiten für einen Augenblick einen immer 
gleich, beschalfenen Sidenoidpol in das Feld hineinbringt, 
so können auf denselben nicht zu einer bestimmten Zeit 
andere Kräfte, als zu irgend einer anderen Zeit wirken, 
falls solche Kräfte überhaupt vorhanden sind. Da dieselben 
aber den Grössen a, b, n proportional sind, so können diese 
Grössen jedenfalls nicht Funktionen der Zeit t sein. Es 
muss also sein: 

da _db _ dt. 

dt ~ dl dt ^ ’ ' 

imd die Gleichungen 40 (A) zeigen zunächst, wenn man sie 
nach t differenzirt, dass 

dF da dh 

dt ’ dt ’ dt 
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die partiellen Differentialquotienten einer Funktion >/> nach 
Oompomtntn dco Coordinaton sind, welche nur die Coordinaten enthalten 
cAacnyen der kann. Bezeichnen wir diese Grössen mit. — P, — Q, ~ R, 



tuktromoto. »0 erhalten wir; 




riechen 

Kraft}) 


p= - 




Q= - 




Ä= - 



dt ' 

dO 

dt 

dB 

di 



dy/ 

X 

dy/ 

dy 

dy> 
d X 



Im Isolator, für welchen 0 = o ist, liefern also die Glei- 
chungen 68 ((7); 



4nf= — k 



dtp 
d X ’ 



4 » Anh 



kp- 

d % 



(Die Ableitungen von h\ G, H nach der Zeit sollen übrigens, 
auch wenn sie nicht partielle Differentialquotienten nach den 
Coordinaten sind, mit — P, — 0, — R bezeichnet werden.) 
In allen Körpern, für welche C nicht gleich Null ist und die 
wir deshalb kurz Leiter nennen wollen, obw'ohl sie auch 
zugleich dielektrischer Polarisation fähig sein können, hat 
zu Anfang der Zeit die Gleichung 93 gegolten. Im Gleich- 
gewichtszustände der Elektricität ist p = 9 = r = o und da- 
her liefern die Gleichungen 67 (D"): ‘ 



94) 



dyj dy/ dy/ 

dx d y d % 



oder tp = const. In den Leitern ist also auch: 

4ne = — kAyj = o, 
während in den Isolatoren 
9.5) 4 « = — /; J 1/» 

in denjenigen Punkten einen von Null verschiedenen Werth 
haben kann, wo vormals äussere elektromotorische Kräfte 
thätig waren. 



‘) Wenn man die ättsseren elektromotorischen Kriifte , wie ich 
vorschlug, als die galvanischen und querikischen Kräfte bezeichnen 
würde, so wäre diese etwas unbequeme Unterscheidung zwischen 
änsserer und innerer elektromotorischer Kraft überflüssig. 
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104. In einer der oben besprochenen elektrisch ge- 
ladenen Oberflächen, deren wenn auch sehr kleine Dicke 
heissen möge, ändert sich alles sehr schnell in der Rich- 
tung der Normalen. Wählen wir daher diese zur x-Axe, 
so verschwindet daselbst und dh:dx gegen ö/':öx. 

Es ist also, wenn do ein Element der Oberfläche und dx 
ein Dickendifferential vorstellt, welches noch gegen die Ge- 
sammtdicke 8 der Obertiächenschichte unendlich klein ist, 
die im Volumelemente do.dx enthaltene Elektricität: 



d X 



do dx. 



Die gesammte, dem Oberflächenelemente do anliegende Elek- 
tricität ist also: 

X + 4 







dtf) 

dni 



+ k 



® dn„) 



X 



Die Indices Null und 1 beziehen sich dabei auf die Werthe 
zu beiden Seiten der Oberflächenschicht; und n, sind 
die beiden jedes Mal von der Oberfläche gegen das Innere 
des an der betreffenden Seite anliegenden Körpers hin ge- 
zogenen Normalen. Es fällt also mit der Richtung der 
positiven x-Axe, aber nlit der Richtung der negativen 
x-Axe zusammen. Die Grösse 



96) 



_ (k 4- k 

in dn, + 



dtp 



bezeichnen wir als die Oberflächendichtigkeit der Elek- 
tricität im betreffenden Elemente der Oberfläche. 

Bezieht sich der Index Null auf einen Leiter, so ist, 
wie wir sahen dtp : dn^ = 0, daher: 



97) 



-J- 

in dn 



Es sind dies die geläufigen Gleichungen der Elektrostatik. 



diAtt dtr 
BldctrieWU, 
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Dreizehnte Torlesung. 

Pondeioraotoiische Kräfte eie ktrisirter Kugeln; 
deren Abhängigkeit von k. 

105. Wir wollen nun noch die (Tesetze der pondero- 
motorischen Kräfte zwischen elektrisch gelatlenen Körpern 

Euktrotut- aufsuchen. Wir beti'achten zuerst einen ganz speciellen 
wirkkmy. ’ Fall. Ein überall hin unbegrenzter Isolator soll vom neu- 
tralen Zustande ausgegangen sein. Nur in gewissen Ge- 
bieten R sollen während einer gewissen Zeit äussere elektro- 
motorische Kräfte thätig gewesen sein. Dann soll elek- 
trisches Gleichgewicht eingetieten sein. Innerhalb der Ge- 
biete R ist also dann; 

95) — k Jrf) = 4» «, 

während im gesummten übrigen Räume 

98) /l\f) = o ist. 

106. Wir wollen zunächst das Problem noch weiter 
specialisiren: 

Erstens : Das Gebiet R soll eine sehr kleine Kugel vom 
Centrum O sein. Die äusseren elektromotorischen Kräfte, 
mtukftrrnif welche darin gewirkt haben, sollen nach allen von 0 aus- 
gehenden Richtungen vollkommen gleichmässig thätig ge- 
wesen sein, so dass alles rings um den Punkt 0 herum 
vollkommen symmetrisch ist. Eine Spur von Leitung muss 
dabei das Abfliessen der anderen Elektricität in’s Unendliche 
ermöglicht haben, oder diese muss auf einen Leiter über- 
gegangen sein, der dann mechanisch entfernt wurde. Es ist 
dann ifj nur Funktion der Entfernung r des Aufpuuktes vom 
Punkte O und muss ausserhalb der Kugel gemäss der 
Gleichung 98 die Form haben; 

99) \ +B, 
folglich ist; 

, kAx kAy kAx 

' ^ ~ 4Tir*’ * Anr* 

Zweitens: Das Gebiet R soll nun aus zwei derartigen Ku- 
geln mit den Centren O und <7 bestehen. Die Entfernung 
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des Aufpunktes von O und O' soll r resp. r heissen. Wir 
genügen offenbar den Gleichungen, wenn wir jetzt im ganzen 
Raume, mit Ausnahme des Innern der Kugeln setzen: 

100) y, = ^ + a 

Da diese Lösung, sowohl in der unmittelbaren Nachbar- 
schaft des Punktes O, als auch in der des Punktes C/ un- 
endlich nahe mit der Lösung 99 znsaramenfkUt, so ist wohl 
koin Zweifel, dass sie dem Falle entspricht, dass beide 
Kugeln gleichmässig elektrisirt worden sind. Der exacte 
Beweis hierfür kann natürlich nur aus den Gleichungen 95 
und 96 geliefert werden, und zwar müsste, wenn die Ku- 
geln aus isolireudem Materiale bestehen, die ganze Elek- 
trisimng derselben, also die Werthe von e und »j im Innern 
und an der Oberfläche der Kugeln gegeben sein. 

Durch das Vorhandensein dieser beiden elektrisirten 
Kugeln erfährt das ganze unendliche Dielektricum eine ge- 
wisse dielektrische Polarisation. Um dieselbe zu berech- 
nen, führen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein 
und bezeichnen die Coordinaten der Punkte O und Cf mit 
+ b, o, o und — b, o, o, so dass die geradlinige Entfernung 
0 Cf = e = 2b ist. Die Coordinaten des Aufpunktes P be- 
zeichnen wir mit x, y, x; die Componenten der dielelektri- 
schen Polarisation daselbst werden die Werthe haben: 



/•* 



k dyi kA 

4n dx ~~ 4nt^ 



{x — b) + 



kA' 

Anr'* 



{x + h) 



101 ) 



9 



k Stfi kAy kA'y 

An dy ~ 4nr* 4nr^ 



k = 



k dif> kAx kA'x 

An ix 4nr‘ ' Anr'* 



Die gesammte, durch die dielektrische Polarisation erzeugte 
Energie ist nach Formel 61 (« in Art 88); 



102 ) 



77 = dr{r + 9*+h‘) 



BoltsrnftoDi Vorl«8uikgen. 



8 
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Da ausser der dielektrischen Polarisation sonst keinerlei 
elektrische oder magnetische Störungen im Felde vorhanden 
sind, so stellt dies offenbar den Gesammtwerth der elektro- 
magnetischen Energie des Feldes dar. 

Führt mau für f, g, h die obigen Werthe ein, so stellt 
sich 77 als Summe dreier Glieder dar, von denen das erste 
77^ den Faktor A*, das zweite 77, den Faktor Ä'*, das 
dritte 77, den Faktor AA! hat. Es ist dann der Gesammt- 
werth: 

n + 77, + 77, , 

wobei; 



103) 



77 

‘ 8n J r* 

* 6« J r‘ 



Wir berechnen zuerst; 



r kAA’ X* — 6* + y*+»* 
4n J ^ r'r'» ‘ 



Behufs Ausführung der Integration wollen wir zur Be- 
stimmung der Lage des Aufponktes P cj^ndrische Coor- 
dinaten einfUhren, indem wir setzen; 

y = p cos & und x = p sin &, 
woraus, wenn die Integration nach & sogleich durchgeftihrt 
wird, folgt; 

dz — ‘ln Q dg dx. 

Da im Ansdrucke 77, die Grösse unter den Int^ralzeichen 
für negative und positive Werthe von x denselben Werth 
hat, so kann man die Integration bezüglich x von Null bis 
00 statt von — oo bis -|- oo erstrecken und mit 2 multi- 
pliciren und erhält so; 






OB gp 

= kAA'J dxj' gdg 



ac* + y* — fc* 

y(x* + ' 



Wir führen hier zunächst statt g die neue Variable 



« * x* -h p* -t- b* 

ein und erhalten; 
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It6 






JA 



OD ao 



du 



u - 2fr« 
]/«> - 



Das anbestimmte Integrale nach u bat den Werth: 
1 « 1 « — 2x‘ 



+ 



yu* -46‘x* 2at* 2 ]/w*^ 4ö*x* 



Das bestimmte zwischen den Grenzen x* + 6* und oo ge- 
nommene Integrale hat also f&r x < 6 den Werth Null, für 
X > 6 aber den Werth 1 : x*. Es ist also: 






kAA'J' 



dx kAA' 

2^ 2F 



6 



kAA’ 
■ e 



Es sollen nun die beiden elekti'isirten Kugeln an sich voll- 
kommen unverändert bleiben, nur die Entfernung c ihrer 
Centra soll um Se abnehmen. Man sieht leicht, dass dann 
und 77, vollkommen unverändert bleiben , nur ZT, 
wächst um 



• e* 



Da sonst keine Energiequelle vorhanden ist, so muss diese 
Energie durch Arbeit gewonnen worden sein, welche die 
auf beide Kugeln von aussen wirkenden ponderomotori- 
schen Kräfte geleistet haben. Um also die Centra beider 
Kugeln in den Punkten 0 und 0' festzuhalten, muss auf 
jede Kugel von aussen eine ponderomotorische Kraft K 
wirken, welche die Entfernung c zu verkleinern strebt. Die 
Arbeit dieser Aussenkräfte bei der Abnahme von c um Sc 
ist also K.Sc, und da diese Arbeit die einzige Quelle ftlr 
den oben gefundenen Energiezuwachs ist, so muss sie dem- 
selben gleich sein, woraus folgt: 



104) 



if = 



kAA! ^ 
■ e* 



Diese Kraft muss von aussen wirkend die beiden Kugeln 
gegeneinander treiben, um sie in Bube zu erhalten; die 
Kugeln selbst werden sich daher mit einer gleichen Kraft 
scheinbar abstossen. 

8* 
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107. Nun erst wollen wir zur Berechnung von 77j und 
/7, schreiten. Diese Grössen werden unendlich, wenn wir 
exact bis zu dem Punkt 0 und O integriren. Es zeigt 
uns dies an, dass die Energie des Mediums unendlich werden 
muss, wenn endliche EHektricitätsmengen in mathematischen 
Punkten angeh&uft werden sollen. 

Wir müssen daher jetzt die unmittelbare Umgebung 
der beiden Punkte 0 und O' ins Auge fessen. Sei, wie 
es praktisch am häufigsten vorkommt, sowohl im Punkte 
0 als auch im Punkte O eine kleine leitende elektrisirte 
Kugel vorhanden, a und a' seien die Radien der beiden 
Kugeln; dann kann in deren unmittelbarer Umgebung in 
der Gleichung lOU das A' enthaltende Glied vernachlässigt 
werden. Es folgt also für r > a: 



A 

är “ * 

während man für r < a im Innern eines Leiters ist und 
also hat: 

Tr = O- 

Wir wollen die Werthe, welche diese beiden Differential- 
quotienten unmittelbar an der Oberfläche der Kugel an- 
nehmen, durch die Indices 1 und Null bezeiclmen, so dass 
man also hat: 




In der Formel 96 ist jetzt zu setzen; 



woraus sich ergiebt: 



dn, [dr)^ 
^ /^\ 



Für die gesammte, auf der Kugel befindliche EUektricitäts* 
menge ergiebt sich also der Werth: 



E = ina*fi = kA. 
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Ebenso findet man für die auf der anderen Kugel befind- 
liche Elektricitätemenge den Werth: 

E' = kA’ 

und die Formel 104 geht über in: 

105 ) • 



Nun kann auch 77, berechnet werden. Da sich das Innere 
der Kugel in normalem Zustande befindet, so liefert die 
Formel 103: 



10 «) 



kA* r dr ^ kA* ^ E* 

2 J r* Sli ~ 3 ka 



Man sieht, dass die früher gemachte Annahme in der Thai 
berechtigt war, dass und 77, nicht Funktionen von 
e sind. 



108. Es wird praktisch selten Vorkommen, aber immer- 
hin auch möglich sein, dass die beiden Kugeln von der- 
selben Substanz wie der umgebende Baum erflillt sind, und 
dass Kräfte thätig waren, welche das Innere dieser Kugeln 
elektrisirt (z. B. gleichmässig mit Elektricität von der con- 
stanten Dichte « erfüllt) haben. 

Da die Kugeln unendlich klein sind, kann man im 
Innern der einen immer den Einfluss der anderen vernach- 
lässigen. Es wird daher nach Glleichnng 95 




dr 



ine 

nr 



= const. 



Daher: 



= — 2j|«r* : 3k, 

da 1 // für r = 0 nicht unendlich werden darf und eine ad- 
ditive Constante keine Bolle spielt. Soll jetzt an der Ober- 
fläche der Kugel keine Elektricität angehäuft sein, so 
müssen die beiden Grössen; 




inea 
' 3 * 



und 




den gleichen Werth haben, woraus folgt: 
£ = : 4n:a*. 




EtektricitUl$~ 
mtn$€ M 
einer ieoii* 
renden Xu^el. 
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Die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricität aber 
hat den Werth: 

E = 4«o*e : Z = kA, 

welcher mit dem früher gefundenen übereinstimmt. - 

Formel 105 zeigt, dass die ponderomotorische 
Kraft dem k verkehrt proportional ist, also in demselben 
Verhältnisse kleiner wird, je grösser k ist, wenn gleiche 
Klektricitätsmengen in verschiedenen Medien aufeinander 
wirken. Wenn man die Versuche, durch welche die sta- 
tische Einheit der Elektricität bestimmt wird, in anderen 
Medien als Luft ausfUhren' würde, so würde dieselbe der 
Wurzel aus k direct proportional, also die Zahl, welche 
die gleiche EHektricitätsmenge statisch ausdrückt, dieser 
Wurzel verkehrt proportional herauskommen. Da wir iden- 
tische Formeln für Magnetpole erhalten werden, so gilt 
dasselbe bezüglich der Constante ju für Magnetpole, d. h. 
für Solenoidpole, welche in das neue Medium gebracht 
werden, ohne dass der Stoff, welcher das Innere der Draht- 
ringe erfüllt, gewechselt wird. 

Aus der Formel 79 dagegen folgt, dass die elektro- 
dynamischen und ans Formel 74, dass die Induktions- 
wirknngen gleicher Ströme in verschiedenen Medien dem (i 
direct proportional, daher die elektrodynamische Strom- 
einheit yjT verkehrt proportional ist. Dasselbe gilt natür- 
lich auch von Solenoiden, wenn das Medium sowohl in der 
Umgebung als auch im Innern beider gewechselt wird. Die 
Wirkung eines Stromes auf ein Solenoid, in dessen Innern 
das Medium nicht wechselt (Magnet), also auch eines Sole- 
noids, in dessen Innern das Medium wechselt, auf ein an- 
deres Solenoid, in dessen Innern das Medium nicht wechselt, 
bleiben unverändert. Die elektromagnetische Stromeinheit 
aber ist yjT verkehrt proportional, da die Einheit des 
Magnetismus dieser Grösse direct proportional ist; je mehr 
Magnetismus aber, desto weniger Strom braucht man zur 
Erzielung der gleichen Kraft. 
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Vierzehnte Vorlesung. 

Statisches and magnetisches Maass. Elektrosta- 
tische Kräfte allgemein. Magnete. Schluss. 



110. Es wird bei der Klasse von Erscheinungen, welche 
wir jetzt betrachten, am naturgemässesten sein, die Ein- 
heit von E so zu wählen, dass, wenn jede der Kugeln mit 
ihr geladen ist, sie in der Distanz 1 die Abstossung 1 in 
Luft aufeinander ausüben. Dann wird Constante k für 
Luft den Werth eins haben und man erhält aus 105: 

107) 

Der Index a wurde beigefügt, weil wir dieses Maasssystem 
das statische nennen. Die Constante des Amp^re’sdien 
Gesetzes wird dann keinen einfachen Zahlenwerth annehmen; 
sie ist nach bekannten Methoden bestimmt worden und da 
diese Bestimmungen alle in das Gewand der alten Theorie 
gekleidet sind, so muss ich ihre Resultate hier auch vom 
Standpunkte der alten Theorie vortragen. 

111. Ich will da eine kleine Gedächtnisshülfe mit- 
theilen, durch welche man, wenn man gerade kein Ldlfr- 
bnch zur Hand bat, sofort die Umrechnung des statischen 
ins magnetische Strommaass im Kopfe ausführen kann. 

Wir denken uns zwei statisch gemessene Elektricitäts- 
mengen 1 in der Entfernung p = 1 . Dieselben stossen sich 
mit der Kraft 1 ab. Nun sollen sie beide mit der Ge- 
schwindigkeit V gleichgerichtet und senkrecht zu p bewegt 
werden. Sie stellen dann gleichgerichtete Stromelemente 
von der Länge 1 dar, deren statisch gemessene Stromin- 
tensität t, = « ist.*) . 

*) Wären in einem langen Drahte in Punkten, die den Abstand 1 
hätten, je Elekricitfttsmengen 1, die sich mit der Geschwindigkeit v 
bewegten, so würde daselbst die statische Stromstärke v herrschen. 
Ware die Längeneinheit des Drahtes mit der statischen Elektrici tats- 
menge eins geladen, und würde sich der Draht sammt seiner l.aduug 
mit der Geschwindigkeit 9 in seiner Richtung bewegen, so wUre die 
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Sie ttbeo jetzt auch eine elektrodynamische Anziehung 
aufeinander aus und diese wird nach dem Grassmann’- 
sehen Gesetze gleich der elektrostatischen Ahstossnng, wenn 
die magnetisch gemessene Stromintensit&t gleich 1 ist. Be- 
zeichnen wir daher den Werth, welchen v in diesem Falle 
annimmt, mit )9, so ist jetzt die magnetisch gemessene 
Stromintensität t,. = 1, die statisch gemessene aber 
da aber die Zahlen, welche man erhält, wenn man die 
Stromintensität einmal in dem einen, das andere Mal in 
dem anderen Maasse misst, offenbar einander proportional 
sein müssen, so muss für jeden Strom 
». = *'m Ö sein. 

Da beide Maasssysteme so gewählt sind, dass die üon- 
stante des Joule 'sehen Gesetzes gleich 1 wird, so ist, wenn 
e die elektromotorische Kraft bedeutet: 

oder IJ. 

Da endlich auch die Constante des Ohm 'sehen Gesetzes 
in beiden Maasssystemen gleich 1 ist, so hat man, wenn «u 
den Widerstand bezeichnet: 



*.<». : e. ^ also (o. = : U*. 

Nun sahen wir, dass nach dem Ampere'schen Gesetze 
die Anziehung, welche zwei Stromelemente aufeinander aus- 
üben, den Werth hat: 



ds' 



[2,r - 3p p'] = ( 2o - 3 pp ) . 



Vergleicht man dies mit der Formel 79, so findet man, 
dass die Constante /u für Luft im elektrostatischen Maasse 
gemessen den W'erth p, = 1 : B* haben muss. 

112. Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elek- 

trischen Wellen in einem nichtleitenden Dielektricum fanden 
wir den Werth: V = l : Y/Tk. 

Wenden wir das elektrostatische Maasssystem an, so ist 
llir Luft: p, = 1 : B*, *, = 1 daher F = fi. 

113. Natürlich könnten wir auch das in den früheren Vor- 



elektrostatische Abstoesung auf einen parallelen, gleich geladenen und 
gleich bewegten gleich der elektrodynamischen Anziehung ihrer Con- 
rectionEatröme. 
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lesuDgen augeweadete magnetische Maaassjatein gebrauchen. 
Man kann ja nach dem Vorgetragenen ohne Weiteres df -.dt, 
wa.s ja eine Stromstärke darstellt, in magnetischem Strom- 
maasse messen, daraus durch Integration nach i die Grössen 
f, g, h und folglich auch «, r/ und E (z. B. die Ladung eines 
Condensators) im magnetischen Maasse ausdrilcken (vgl. 
vierte und fünfte Vorlesung). 

Würde mau diesen Weg einschlageu, so hätte die Con- 
stante fi den W'^erth: 

/i- = 1. 

Man findet dann aus den Betrachtungen des Art. 111, das.s die 
Coustante A der Formel 105 nicht gleich 1, sondern gleich: 

k. = 1 : 

ist. Denn die Grössen E und E' dieser Formel verhalten 
sich wie fidt, also wie ». Wir fanden aber: 

«. ~ üti, daher auch E, = E„)i, 
daher liefert die Formel 107: 

A = 

Dies mit Formel 10.') verglichen, liefert den eben an- 
geführten W'erth für Für die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Wellen in Luft ergiebt sich jetzt: 

Also natürlich derselbe Zahienwerth wie früher. 

Die Formel 106 liefert bei Anwendung des elektro- 
statischen Maasses: 

77i = E^. : 2a, 

dies ist bekanntlich das Selbstpotential der auf einer Kugel 
aufgehäuften Elektricität , also die gesammte, zu ihrer La- 
dung erf(*rderliche Arbeit, welche hier nothwendig gleich 
der im Medium vorhandenen Energie der dielektrischen 
Polarisation sein muss, da wir Fernwirkung ausschliessen 
und im Innern der leitenden Kugel der neutrale Zustand, 
also keine Energie vorhanden ist. 

114. Nun können wir leicht die ponderomotorischen 
Kräfte finden, welche beliebige Elektricitäten auf beliebige 
andere ausUben. Man denke sich zu diesem Zwecke zwei 
Systeme elektrischer Ladungen g^eben. Das erste System 
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soll dadurch bestimmt sein, dass gewisse Volumelemente 
dz gewisse Enektricitätsmengen gewisse Flächenele* 

mente do ebenfalls Elektricitätsmengen do enthalten ; das 
zweite dadurch, dass gewisse andere Volumelemente Elektri* 
citätsmengen e, dr, gewisse Fläcbenelemente Elektricitäts- 
mengen do enthalten. Das Qesammtpotentiale in einem 
Aufpunkte ist dann eine Summe, + V'z’ wobei das 
Potential ist, welches herrschen würde , wenn nur das erste 
System , wenn nur das zweite System elektrischer Massen 
vorhanden wäre. Die Gleichung 102 liefert dann wieder; 

n = II.y + /7j, 

wobei ; 



+(%)■] 
[(!?)’+ (t)‘+(7?)l 




dx dx 9y dy 



a* a*J ' 



fl. ist lediglich. von der Lage der elektrischen Hassen des 
ersten, 77, von der des zweiten Systems abhängig, 77, da- 
gegen stellt die Energie der Wechselwirkung beider Sy- 
steme dar. 

Bleiben die Massen des ersten Systems gegeneinander 
un verrückt, ebenso die des zweiten und ändern nur die 
beiden Systeme ihre relative Lage, so ändert sich daher 
nur 77, und seine Veränderung giebt die dabei geleistete 
Arbeit. 

Die partielle Integration des obigen Ausdruckes für 
77g aber liefert nach bekannten Methoden: 



= »//, + J dre, y/,, 



wobei do ein Element einer beliebigen Trennungsfiäche 
zweier Körper, n sowohl auf der einen als auf der anderen 
Seite die von do weg gegen das Innere des an der betref- 
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fenden Seite angrenzenden Körpers hin gezogenen Normale 
vorstellt. 

Da nun i// dem entspricht, was man in der alten Theorie 
das Potential auf die Elektricitätsnienge 1 oder kurz die 
Potentialfunktion genannt hat, so ist der zuletzt gefundene 
Ausdruck das gesammte Potential des einen Systems elek- 
trischer Massen auf das andere. Seine Veränderung diückt 
die geleistete Arbeit aus. Seine Ableitungen nach den ver- 
schiedenen Coordinaten liefern also die Kräfte. 

115. Wir wollen nun wieder einen kurzen Blick auf 
Erscheinungen werfen , die wir im Allgemeinen von der Be- 
trachtung ausgeschlossen haben. Wir denken uns ein recht- 
winkliges Coordinatensystem. Die y»-Ebene soll eine sehr 
grosse leitende Ebene darstellen. Der Baum, welcher die 
Punkte umfasst, deren Abeissen zwischen Null und liegen, 
soll mit einem Dielektricum erfüllt sein, in welchem k 
den Werth kg hat; ebenso der Raum, welcher die Punkte 
umfasst, deren Abscissen zwischen -f- d und 1^ -f- d 
liegen. Der Raum dagegen, welcher die Punkte umfasst, 
deren Abscissen zwischen den Grenzen 1, und + d liegen, 
soll mit einem Dielektricum, für welches k den Werth k, 
hat, erfüllt sein; endlich soll die Fläche, für welche x gleich 
-f -)- d ist, die Begrenzungsdäche eines zweiten Leiters 
sein, welcher sich nach der Seite der wachsenden Abscissen 
hin erstreckt. Bis auf die Punkte in der Nähe des Randes 
der leitenden Platten, welchen wir allenthalben unendlich 
weit entfernt voraussetzen, wird ^ = A = 0, f aber nur eine 
Funktion von x sein.,. Es seien alle elektrischen Ströme 
und Oscillationen abgelaufen, so dass die Gleichungen 
des Art. 103 gelten. Der Ausdruck Jrp reducirt sich da- 
her auf 

tPif) . 

dx* ' 

Beide Diclektrica sollen aus dem normalen Zustande, ohne 
dass im Innern derselben durch Reibung etc. Elektricität 
entwickelt wurde, in ihren jetzigen Zustand Qbergegangen 
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»ein. Daun ist nach dem Gesagten daselbst überall « = 0; 
daher nach Gleichung 98 auch 



108 ) 




Wenn wir die Grenzschichten als dünne Uebergangsschichten 
auffassen, so gilt das Gleiche auch von jedem Punkte im 
Innern einer Grenzschicht. Ueberall ist e = 0; daher muss, 
wenn die Schichtendicke sehr klein wird, auch r; = 0 sein. 
Die letztere Bedingung liefert mit Rücksicht auf die Glei- 
chung 96; 



109) 



4- k ^ = 0 
+ *1 dn, 



»dn. 



welche Gleichung auch bei allen anderen Problemen an 
der Trennungsfläche zweier Dielektrica erfüllt sein muss, 
wenn daselbst niemals durch Reibung etc. Elektricität ent- 
wickelt wurde. Da dip : dn an der Grenzschicht einen 
endlichen Sprung macht, muss ip selbst continuirlich sein. 
Sei für X = 0, 1 // = 0; für * = Zj + + d aber habe ip einen 

gegebenen Werth W. Den Werth des tp für 0 < a; < Z, 
bezeichnen wir mit ^p^, dann ist also; 

= Ax. 

Für Z, < ac < Zj -f d muss t// die Form = Bx + C haben. 
Für die Ebene x = Z, ist: 

dr j iv* _ D 

äri, dx ’ rfn, ^ di ^ 



daher liefert die Gleichung 109: 

kj B- = 0. 

Da ifj selbst continuirlich ist, so folgt: 

A k^ — A k^ -f- Z7Ä|. 

Wendet man dieselben Bedingungen auf die Ebene x = Zj -f- d 
an, so ergiebt sich für: 

Zj 4- d < X < Zj -|- d -f- Zj 

für Y' der Werth: 

yj, — Ax + Ad \ 

•l 
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Daher wird: 

A-j = Ah^l + Ak^d, 

wobei / = /j -f- /j gesetzt wurde. Da in der Ebene x = l + d 
wieder ein Leiter beginnen soll, so ist die auf der Fläche 
% desselben angeh&ufte Elektricität nach Gleichung 97 zu 
berechnen und hat den Werth; 



Daher ist: 
110 ) 



W 4nn £\ 

E * 3 (i, A-J- 



Dieser Quotient heisst die reciproke Capacität des aus 
beiden leitenden Platten zusammengesetzten Condensators, 
wenn die gesammte Fläche jeder Platte gleich ^ wäre. Ist 
das erste Dielektricum Loft und misst man im elektrosta- 
tischen Maasse, so wird: 

Ao = l 

und man findet daher für die reciproke Capacität 




Hätte /Itj denselben Werth, wie filr liuft, so wäre die reci' 
proke Capacität : 




Der Umstand, dass ein Theil der Zwischenschicht durch 
ein von Luft verschiedenes Dielektricum gebildet wird, hat 
also denselben Effect, als ob die Dicke d der Schicht, 
welche von dem Dielektricum erfüllt wird, im Verhältnisse 
1 : kj vermindert wäre. Ist bei unveränderter Distanz der 
leitenden Platten der Zwischenraum zwischen denselben 
einmal ganz mit Luft , das andere Mal ganz mit jenem von 
Luft verschiedenen Dielektricum erfUllt, so ist die Capacität 
im zweiten Falle kj mal so gross, worauf bekanntlich die 
einfachste Bestimmungsmethode der Dielektrisirnngszahl 
oder Dielektricitätsconstante k beruht. 
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Setzen wir: 





r 



c 

4n fl 



80 erhalten wir für diese Grössen ganz ähnliche Gleichun- 
gen, wie die soeben discutirten für einen vollkommenen 
Isolator bei Abwesenheit äusserer elektromotorischer Kräfte 
geltenden, nur dass an Stelle von f, g, h, P, Q, B, 
k:4n, ifi jetzt der Reihe nach treten a, b, c, ce, ß, y, 
4nfi, (f. Ausserdem erscheint in den Gleichungen, welche 
\vir die Stokes 'sehen nannten, das Zeichen verkehrt, als 
ob das Coordinatensystem in sein Spiegelbild verkehrt wäre 
und in den Dielektrisirungs- und Magnetisirungsgleichungen 
bei den Constanten der Faktor An mit 1 : 4n vertauscht. 
Man hat nämlich: 



.. da d Q dR ^ 

^ dt ~dx dy 



C) Anf=kP, 



Fl f!/ = ir _ M , 

> dt By 6x 



F) 



a 

in 






Dies beweist, dass die Wirkung von Solenoidpolen in Me- 
dien, wo die Constante /u verschiedene Werthe hat, in ganz 
analoger Weise modifiicirt würd, wie die Wirkung der freien 
EHektricität der Medien mit verschiedenen k. So sahen wir, 
dass die Trennungsdäche zweier Medien, in denen k ver- 
schiedene Werthe hat , unter dem Einflüsse elektrischer 
Kräfte sich so verhält, als ob dort fern wirkende Elektri- 
cität vorhanden wäre; analog wird die Trenuungsfläche 
zweier Medien mit verschiedenen Werthen von fi sich so 
verhalten, als ob dort Solenoidpole (Magnetismen) vorhanden 
wären. 

Wir nannten f, g, h die Componenten der dielektrischen 
Polarisation oder des dielektrischen Momentes der Vohim- 
einheit, P, Q, R die Componenten der elektrischen Kraft 
(wirkend auf die Elektricitätsmenge 1), t// das elektrische 



‘) Ueber diese Analogie vgl. Rowland, Amer. joum. of math^ 
vol. II, p. 854; vol. III, p. 89, 1879 und 1880. 
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Potentiale (ebenfalln auf einen Aufpunkt, in dem sich die 
EUektricitätsmenge 1 befindet), k die Dielektrisirungszahl 
oder Dielektricitätsconstante. Gerade so sollen jetzt a, ß, y 
die Componeuten der magnetischen Polarisation oder des 
magnetischen Momentes der Volumeiuheit, a, h, o die der 
magnetischen Kraft, ^ das magnetische Potential, (i die 
' Magnetisirungszahl oder Magnetisimngsconstante heissen. 
An Stelle der statischen Elektricit&t tritt aber jetzt die 
Wirkung von Solenoidpolen. Permanente Magnete denken 
wir uns immer als Systeme von Molekülen, die solenoid- 
artig von elektrischen Strömen lunflossen sind. 

Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
Wellen in Isolatoren können wir jetzt schreiben; 

daher für die Brechungsexponenten: 

Wir haben nun die Formeln entwickelt und uns so 
weit orientirt, dass wir deren Bedeutung kennen gelernt, 
uns von ihrer üebereinstimmung mit der Erfahrung im 
Allgemeinen überzeugt und sie zur Anwendung auf sämmt- 
liche Probleme der Elektrostatik und Elektrodynamik, der 
Lehre von den elektrischen und optischen Schwingungen 
zurecht gelegt Wir haben gewissermaassen die Tafel ge- 
deckt, die Speisen zubereitet und ab und zu verkostet; 
haben aber keine Zeit mehr, uns zu Tische zu setzen. 
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Zweiter Anhang. 



Zusammenstellung der Bezeichnungen dieses Bnches mit denen 
Helmholtz's (Borchardt's Journal 72. p. 57. 1870), Stefans 
(Wien. Sitzungsber. 70. p. 589. Dec. 1874) und Hertz’s (OSttinger 
Nachrichten 19. März 1890. Wied. Ann. 40. p. 577. 1890.) (Schlüssel). 



In deu wenigen Fällen, wo sich die Bezeichnungen Maxwell’s 
mit denen des vorliegenden Buches uioht genau decken, sind die 
erstcren (speciell die in dessen Treatise on Electr. angewandten) in 
eckiger Klammer beigefügt. Da namentlich die Helmholtz’sche 
Theorie vielfach von der Max well’schen abweicht, ist die Ueberein- 
stimmung der zugeordneten Bezeichnungen oft keine vollständige. 
Wri dies besonders stark hervortritt, wurde eiü Fragezeichen beige- 
Ciigt. Zwei Fragezeichen bedeuten eine völlige Verschiedenheit beider 
Begrifl'e, die nur einer gewissen Analogie wegen in Parallele gesetzt 
wurden. 
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Besonders zu bemerken ist, dass man aas Helmboltz's Formeln 
die Mazwell’schen erhält, wenn man in ersteren ^ und s schon für 
Luft und daher auch für alle anderen Körper gross gegen die Ein- 
heit, k aber gleich Null setzt 
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